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CHƯƠNG 1 

HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ THỰC- GIỚI HẠN - SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM. 

 

1.1  Hàm số 

1.1.1  Định nghĩa hàm số và các phương pháp cho hàm số. 

1.1.1.1 Các tập hợp số thực  

 Tập các số tự nhiên (được ký hiệu là N ) là tập các số   { 0 , 1 , 2 ,... }   

 Tập các số nguyên (được ký hiệu là Z ) là tập các số   { 0 , ± 1 , ± 2 , ....} 

 Tập các số hữu tỷ ( được ký hiệu là Q ) là tập các số  có dạng   
q
p  với  p, q  (q ≠ 0 ) . 

là các số nguyên  

Số hữu tỷ còn có thể định nghĩa theo cách khác : số hữu tỷ  là các số thập phân 

hoặc thập phân vô hạn tuần hoàn. 

Ví dụ :  
10
233,2   ;   )3(,0....33333,0

3
1

  ;  0, 02323....=  0,0 (23) = 23
990

 

   21 21 56 21352 1 56 0 0 56
10 10 990 990

, ( ) , ( )      

    2,456 ( 567) = 2,456 + 0,000(567) = 2456 567
1000 999000

  

 

 Số vô tỷ : là các số thập phân vô hạn không thuần hoàn : số pi ; 2  ; 5  , ..... 

 Số thực : là tập hợp tất cả các số hữu tỷ và vô tỷ, được ký hiệu là  

  

Biểu diễn số thực trên trục số  : 

     0        (       |       )    x 

 

 

 Khoảng số thực : 

Các khoảng hữu hạn : 

- Khoảng mở  ( sau này gọi là khoảng ) : ( a ,  b ) -    là tập các giá trị   thực  x sao 

cho    a < x < b 

- Khoảng đóng ( sau này gọi là đoạn ) : [a  , b ]  -      là tập các giá trị   thực  x sao 

cho     a   x   b 
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-  Nửa khoảng :  (a , b ]  - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   a < x   b 

                           [a , b)   - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   a   x < b 

Các khoảng vô hạn : 

-  Khoảng  (a ,  )  - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   a < x  

-  Khoảng  [a ,  )  - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   a     x  

-  Khoảng  (   ,   a )  - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   x  <  a 

-  Khoảng  (   ,   a ]  - là tập các giá trị   thực  x  sao cho   x     a 

-  Khoảng  (   ,  )    - là  tập các giá trị   thực  x   

 Lân cận điểm : cho một số    >  0 ,  x0 là một số thực  

Người ta gọi :   - lân cận điểm x0  là một khoảng số thực ( x0 -   , x0  +   )  và  

được ký hiệu là 0U (x )  , tức là bao gồm các giá trị x :   0xx  

0U (x )  =  {  x :   0xx  }  

hoặc   0U (x )   = {  x :   x  ( x0 -   , x0  +   ) } 

 

1.1.1.2 Định nghĩa hàm số  

Cho hai tập hợp X, Y  R. Nếu  ứng mỗi số thực x  X  mà cho duy nhất một số 

thực y Y  theo một quy luật f  thì khi đó nói rằng  y  là hàm số của   x   xác định 

trên X 

Kí hiệu f:   X  Y       hay  X x y f (x) Y        hay y = f(x),  

 trong đó :   X: Tập xác định (miền xác định ) của hàm số f.  

- x  X: đối số ( biến số, biến độc lập ). 

- y  =  f(x),  x   X: hàm số ( biến phụ thuộc ). 

- f(X) = {y Y: y = f(x), xX }: miền giá trị của f. 

Ta có    f(X)  Y. 

        

 

Chú ý :  nếu cho  hàm số y = f(x) mà không nói  gì đến miền xác định thì hiểu miền xác 

định của hàm số là tập tất cả các giá trị thực x sao cho khi thay các giá trị x này vào biểu 

thức của f(x) thì đều tính được. 

Ví dụ: 2x1y    là một hàm số có miền xác định   x2  ≤ 1  hay  -1 ≤  x  ≤  1 
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1.1.1.3 Các phương pháp cho hàm số. 

a) Phương pháp bảng số. 

Hàm số được cho bởi một bảng số có hai dòng liệt kê các giá trị tương ứng giữa x và y 

x x1        x2      x3      x4          x5   …   xn 

y y1       y2       y3     y4       y5   …    yn 

 

b) Phương pháp đồ thị . 

Hàm số được cho bởi một tập hợp điểm trong mặt phẳng toạ độ ( thường là một 

đường cong trong mặt phẳng ). 

Hệ tọa độ ở đây có thể là hệ tọa độ Đề - Các vuông góc : Oxy   ( hình 1.a)  hoặc có 

thể là hệ tọa độ cực ( hình 1.b) 

   
     Hình 1.a  : Đồ  thị trong hệ tọa độ Đề-các Hình 1.b : Đồ thị trong hệ tọa độ cực 

 

c) Phương pháp cho bằng biểu thức:  

Hàm số được cho bởi một hay nhiều biểu thức  

Ví dụ:    f(x) = x2 + x – 3: hàm số được cho bởi 1 biểu thức giải tích. 

       











0xkhi1x

0xkhi12x

3

x
xf  hàm số được cho bởi 2 biểu thức giải tích 

1.1.1.4  Hàm hợp  và hàm ngược. 

a. Hàm số hợp 

Cho các tập hợp X, Y, Z  R và các hàm số g: X Y, f : Y Z  

 Khi đó hàm số h: X Z định nghĩa bởi : x  h(x) = f(g(x)) được gọi là hàm số hợp của 

hàm số g và hàm số f. 

 Thường ký hiệu hàm số hợp h : h(x) = f[g(x)] hay  h(x) = (f.g)(x). 

Chú ý : Điều kiện tồn tại hàm hợp của hai hàm g và f là : miền giá trị của g là tập con của 

miền xác định hàm f. 
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  Ví dụ  : Cho X  , Y ,  Z    R ,    Xét các hàm số:    z = f(y) = y2  + 2 ;  y = g(x) = 3x + 1 

      Khi đó:     z = f(g(x)) = [g(x)]2 + 2 = (3x+1)2 + 2      

    Chú ý:  f(g(x))  g(f(x)) 

 

 Ví dụ  : Cho Y , Z     R  ;   X = [2, +) 

     Xét các hàm số: xxf sin:   ; )ln(: xxg   

     Khi đó: f(g(x)) = sin( ln( x-2 ))   ;    g(f(x)) = ln(sinx -2): không tồn tại vì sinx -2 < 0  

 

b. Hàm số ngược 

Cho hai tập số thực  X  và   Y , các giá trị  x  X  và   y  Y   có quan hệ hàm số  y = f(x) 

(tức là với mỗi x cho tương ứng duy nhất một giá  trị y), nếu quan hệ này cũng được biểu 

diễn dưới dạng  x  là hàm của  y , tức là  y = f(x)  <=>  x = )(y   thì quy luật   là ngược 

của quy luật f. Khi đó nói rằng hàm số f với tập xác định là X và tập giá trị Y sẽ có hàm 

ngược , được ký hiệu là 1f  , như vậy quy luật 1f   chính là quy luật   . 

   Ví dụ  : Cho hàm số y = f(x) =  x2 với tập xác định  X  [ 0 , 2 ] và tập giá trị Y   [0, 4] 

khi đó với mỗi giá trị y  Y  đều cho duy nhất một giá trị  x  = y   [0, 2], như vậy 

yyx  )(      =>  1f       tức là  xxf 1  )(   với  tập xác định  là [ 0 , 4]  và tập 

giá trị là [0 , 2]. 

 

Chú ý   

 Để có hàm số ngược thì ngoài quy luật  f  còn cần phụ thuộc vào các tập xác định và 

tập giá trị 

  Ví dụ  :  Cho hàm số y = f(x) =  x2   với tập xác định  X     [ -1 , 2 ] và tập giá trị y 

  [0, 4] ,  khi đó  nếu  y =  0,09  thì sẽ có 2 giá trị x  tương ứng là x1 =  -0,3  và  x2 = 0,3,  

như vậy x không thể là hàm của y , do đó quy luật hàm f (x) = x2  với các tập xác định và 

tập giá trị trên sẽ không có hàm ngược. 

 Nếu hàm y = f(x) đồng biến hoặc nghịch biến trên (a , b) thì f(x) được gọi là đơn 

điệu trên (a , b) 

 Nếu y = f(x) đơn điệu trên (a, b) thì sẽ tồn tại  1f   

 Đồ thị hàm số y = f(x) và  y = )(xf 1  đối xứng với nhau qua đường phân giác của 

góc phần tư thứ nhất trong hệ tọa độ đề - các 0xy 
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1.2  Các hàm số sơ cấp 

1.2.1 Các hàm số sơ cấp cơ bản 

- Hàm luỹ thừa: y = x (  R) 

- Hàm số mũ: y = ax ( a> 0, a  1). 

- Hàm logarit: y = logax (a > 0, a  1). 

- Hàm lượng giác: y = sinx, cosx, tgx, cotgx. 

- Hàm lượng giác ngược: y = arcsinx, arccosx, arctgx, arccotgx. 

 

 1.2.1.1  Hàm luỹ thừa: y = x (R) 

Miền xác định của hàm phụ thuộc vào số mũ , nhưng với mọi  hàm số luôn xác 

định với x > 0. 

Ví dụ :    y = x2 miền xác định với mọi x thuộc R. 

 y = x  miền xác định .0x  

 y = 1x  miền xác định x 0.   

 y = x  miền xác định với mọi x thuộc R 

Tính chất: Xét trên miền [0,+) 

X 0                                                                      +                                                                                    

y = x ,  > 0                                                                         +    

0           

y = x ,  < 0 +      

                                                                         0 

 

Đồ thị một số hàm lũy thừa:  
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1.2.1.2 Hàm mũ: y = ax (a>0, a1) 

X -                                  +                   

y = ax, a > 1              + 
0 

Miền xác định: R                                                 

Miền giá trị: R+ 

+  Đồng biến với a > 1 

+  Nghịch biến với a < 1 y = ax, a < 1 + 
       0 

 

 Đồ thị hàm mũ  

     

1.2.1.3  Hàm số logarit: y = logax    (a>0, a1). 

 0                                            +                                                                                    

y = logax  ;  a >1 

 

                                                  + 

- 

Miền xác định: R+  ,  

Miền giá trị: R 

+  Đồng biến với a > 1 

+  Nghịch biến với a < 1 

 
y = logax ; a <1 +  

          - 

 
 

Hàm y = logax có hàm ngược là hàm y = ax. Đồ thị hai hàm số đối xứng nhau qua đường 

thẳng y = x. 
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1.2.1.4  Các hàm lượng giác ( hàm vòng ) và các hàm  luợng giác ngược (vòng ngược ) 

a)    Hàm y = sinx và y = arcsinx. 

 

Hàm y = sinx  
-Miền xác định: R                                                 

-Miền giá trị: [-1,1] 

-Tính chất:  

   +) Hàm lẻ, tuần hoàn chu kỳ 2 

    +) Đơn điệu tăng trên ,
2 2
    

 

        

Hàm y = arcsinx 
Xét  hàm y = sinx với tập xác định  

,
2 2
    

là một hàm đơn điệu nên   hàm 

ngược : y = arcsinx 
-Miền xác định: [-1,1]                                                 

-Miền giá trị: ,
2 2
    

 

-Tính chất:     Đơn điệu tăng 
 
                            

   

 

b)  Hàm y = cosx và y = arccosx. 

 

Hàm y = cosx  
- Miền xác định: R                                                 
- Miền giá trị: [-1,1] 
-Tính chất:  
   +) Hàm chẵn, tuần hoàn chu kỳ 2 
   +) Đơn điệu giảm trên  0,  

 

Hàm y = arccosx 
Xét  hàm y = cosx  với tập xác định   0,  , là một 
hàm đơn điệu nên   hàm ngược : y = arccosx 
-Miền xác định: [-1,1]                                                 
-Miền giá trị :  0,  
-Tính chất:   Đơn điệu giảm 
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c)    Hàm y = tgx và y = arctgx. 

Hàm y = tgx 

- Miền xác định: R \ k , k 0, 1, 2,...
2
      

 
                                                 

- Miền giá trị: R 
-Tính chất:     +) Hàm lẻ, tuần hoàn chu kỳ  

  +) Đơn điệu tăng trên ,
2 2
   

 
 

+) Tiệm cận đứng x = k , k 0, 1, 2,...
2

      

Hàm y = arctgx 
- Miền xác định: R 

- Miền giá trị: ,
2 2
   

 
 

-Tính chất:   Đơn điệu tăng 

- Tiệm cận ngang  y = -
2
   và  y = 

2
  

 
 

d).  Hàm y = cotgx và y = arcotgx 

 

Hàm y = cotgx  ( hoặc y = ctgx ) 

- Miền xác định:  R \ k , k 0, 1, 2,...                                            

- Miền giá trị: R 

-Tính chất:  

   +) Hàm lẻ, tuần hoàn chu kỳ  

   +) Đơn điệu giảm trên  0,  

   +) Có các tiệm cận đứng :  x k   với  

   k 0, 1, 2,...    

 

Hàm y = arccotgx 

- Miền xác định: R 

- Miền giá trị:  0,  

-Tính chất:   

+)  Đơn điệu giảm 

- Tiệm cận ngang  y = 0  và  y =   
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1.2.2. Các hàm sơ cấp : 

 Hàm số sơ cấp là hàm  có được  từ các hàm số sơ cấp cơ bản và  các hằng số qua một 

số hữu hạn các phép toán  tổng, hiệu, tích, thương  và hàm số hợp  

 Các hàm số không phải là các hàm sơ cấp được gọi là các hàm  siêu việt : 

Ví dụ :  y = | x|  - là hàm siêu việt  vì nó không biểu diễn được qua các hàm sơ cấp cơ 

bản nhờ các phép toán  tổng, hiệu, tích, thương  và hàm  hợp 

 

1.3   Giới  hạn hàm số 

Nghiên cứu giới hạn của hàm số y = f(x) là nghiên cứu quá trình biến thiên của giá trị y 

khi  giá trị của đối số x    a  ( hữu hạn ) hoặc khi  x    . Trong hai quá trình biến thiên 

của đối số x như trên thì giá trị của y có thể tiến đến giá trị L (giới hạn  hữu hạn) hoặc tiến 

đến    (giới hạn vô cực), hoặc không có giới hạn (   giới hạn ) 

 

1. 3.1 Các định nghĩa về giới hạn của hàm số 

1. 3.1.1 Giới hạn hữu hạn của hàm số khi x  a 

Định nghĩa :   Giả sử hàm số y = f (x) xác định trong lân cận của điểm a   (có thể không  

xác định tại a ). Giá trị L được gọi là  giới hạn của f(x)  khi x dần tới a ( ký hiệu 

lim ( )
x a

f x L


  ) nếu:    > 0 ( nhỏ bao nhiêu tùy ý) sẽ luôn    > 0  để cho 

 ax0x :   thì có được  f (x) L     

Nhận xét:  Nếu hàm sơ cấp f(x) xác định tại a và trong lân cận của a thì lim ( ) ( )
x a

f x f a


 . 

Ví dụ : cho hàm  
13 x sin khi x 0

f (x) x
1 khi x 0

   
 

      Chứng minh   
x 0
lim f (x) 3


  

 Theo định nghĩa  khi cho trước    > 0  ta phải tìm được một số  > 0 để   

 axx 0:   thì có được   3)(xf   (1). Để thực hiện được điều này ta xuất 

phát từ điều kiện phải thỏa mãn (1) tức là    3)(xf   <=>  | 3  +   1x sin
x

  -  3 |   <   

    <=>   1x sin
x

   <= >  1x . sin
x

     <=   1.x   <=>    0x  (2) , vì vậy 

ta lấy    =    . Như vậy  

với   > 0 cho trước , luôn     =    > 0  để cho  x :0 x 0      khi đó sẽ thỏa mãn (2) 

vì vậy sẽ thỏa mãn (1). Do vậy theo định nghĩa  
x 0
lim f (x) 3


   
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 1.3.1.2 Giới hạn vô cực  của hàm số khi x  a 

Định nghĩa :   Giả sử hàm số y = f (x) xác định trong lân cận của điểm a   (có thể không  

xác định tại a ).  

 Hàm f(x)  được gọi là  giới hạn  +   khi x dần tới a ( ký hiệu 
x a
lim f (x)


   ) nếu: 

M  > 0 ( lớn bao nhiêu tùy ý) sẽ luôn    > 0  để cho  axx 0:   thì có 

được  Mxf )(   

 Hàm f(x)  được gọi là  giới hạn  -   khi x dần tới a ( ký hiệu 
x a
lim f (x)


   ) nếu: 

M  < 0 ( nhỏ  bao nhiêu tùy ý) sẽ luôn    > 0  để cho  

   axx 0:  thì có được Mxf )(  

 

1.3.1.3 Giới hạn hữu hạn của hàm số khi x  

Định nghĩa :    

 Giả sử hàm số y = f(x) xác định   x >a  . Giá trị  L   được gọi là  giới hạn của  f(x)  

khi x dần tới   + ( ký hiệu Lxf
x




)(lim  )  nếu:       > 0 ( nhỏ tùy ý cho 

trước) , luôn   N > 0 để   x > N thì   Lxf )(  

 Giả sử hàm số y = f(x) xác định   x  < a  . Giá trị  L   được gọi là  giới hạn của  f(x)  

khi x dần tới   - ( ký hiệu Lxf
x




)(lim  )  nếu:       > 0 ( nhỏ tùy ý cho 

trước) , luôn   N <  0 để   x  < N   thì   Lxf )(  

 

1.3.1.4   Giới hạn vô cực của hàm số khi x  

Định nghĩa :    

 Giả sử hàm số y = f(x) xác định tại  x >a  . Hàm f(x)  được gọi là có giới hạn vô 

cực  khi x dần tới   + ( ký hiệu 


)(lim xf
x

 )  nếu:      M > 0 ( lớn  tùy ý 

cho trước) , luôn   N > 0 để   x > N  thì  Mxf )(  

 Giả sử hàm số y = f(x) xác định tại  x <  a  . Hàm f(x)  được gọi là có giới hạn vô 

cực  khi x dần tới   - ( ký hiệu 
x
lim f (x)


   )  nếu:      M > 0 ( lớn  tùy ý cho 

trước) , luôn   N > 0 để   x < N  thì  Mxf )(  
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Quy ước :   Khi phát biểu " trong quá trình nào đấy" thì ta hiểu đó là quá trình của đối 

số  x     x0  hữu hạn , hoặc x     

  

1.3.2  Giới hạn một phía 

1.3.2.1 Giới hạn phải. 

Xét giới hạn của hàm số f(x ) khi x  a và luôn thoả mãn x > a. Nếu giới hạn đó tồn 

tại ( được ký hiệu là f(a+0)  hoặc  f(a+)  ) thì gọi là giới hạn phải của hàm f(x ) ( khi x 

dần tới a từ bên phải) 

Ký hiệu: lim ( )
x a

f x   =  f(a + 0)     hay 
0

lim ( )
 x a

f x  = f(a + 0)   

1.3.2.2  Giới hạn trái 

Xét giới hạn của hàm số f(x ) khi x  a và luôn thoả mãn x < a. Nếu giới hạn đó tồn 

tại ( được ký hiệu là f(a - 0) )  thì gọi là giới hạn trái của hàm f(x ) ( khi x dần tới a từ 

bên trái) 

Ký hiệu: lim ( )
x a

f x   =  f(a - 0)   hay 
0

lim ( )
 x a

f x  =  f(a - 0) 

Ví dụ: Tìm giới hạn một phía của hàm  số ( )
x

f x
x

  khi x0 

x 0 x 0

xlim f (x) lim 1
x   

               1
x
xlim)x(flim

0x0x



 

 
Định lý:  Điều kiện cần và đủ để  lim ( )




x a
f x L  là f(a + 0) = f(a - 0) = L 

 

1.3.3. Tính chất về giới  hạn 

 

   (1)  Giới hạn của hàm hằng bằng chính nó trong mọi quá trình  limC = C 

(2) Giới hạn của hàm số nếu có là duy nhất 

(3) Nếu f(x)  0 trong lân cận điểm a và lim ( )



x a

f x L  thì L  0. 

(4) Giả sử: lim ( )



x a

f x L . Khi đó ta có được các kết luận sau: 

 f(x) bị  chặn trong một lân cận của a. 

 Nếu L > 0 thì f(x) > 0 trong một lân cận đủ nhỏ của a. 

 Nếu L < 0 thì f(x) < 0 trong một lân cận đủ nhỏ của a. 

  

(5) lim ( )



x a

f x L  Mọi dãy {xn}  a
n

 


 thì   L)x(flim n
n




         



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

12 

Chú ý:  Nếu chỉ ra được hai dãy {un} và {vn} a  mà )v(flim)u(flim n
n

n
n 

 (hoặc 

không tồn tại  chỉ một trong hai giới hạn trên) thì )x(flim
ax

  

1.3.4. Các phép toán về hàm có giới hạn 

Định lí 1: Giả sử: 1lim ( )



x a

f x L , 2lim ( )



x a

g x L .  ( L1 và  L2  là  hữu hạn ), khi đó ta có: 

 1 2lim( ( ) ( ))


  
x a

f x g x L L  

 1 2lim( ( ) ( ))



x a

f x g x L L  

 1

2

( )lim
( )


x a

f x L
g x L

       (nếu g(x)  0  và  L2 0) 

Định lí 2: (Giới hạn hàm hợp) Xét hàm số hợp y = f(u(x)). Nếu tồn tạo giới hạn hữu 

hạn:  lim ( ) , lim ( )
 

 
x a u b

u x b f u L , thì lim ( ( ))



x a

f u x L . 

Ví dụ:  
3

limsin 5 1 sin16
x

x


   

Chú ý:  

 Cả hai định lí trên chưa khẳng định được trong các trường hợp sau (về mặt hình thức):  

  +  1 2 L L  

  + 1 2. 0. L L  

  +  1

2

0
0


L
L

 hoặc 1

2





L
L

 

 Khi tìm giới hạn dạng   ( )lim ( )


g x

x a
f x thì ta gặp các dạng:  

 2
1 1LL hoặc 2

1 0LL hoặc 2 0
1 0LL  

Các trường hợp trện gọi là các dạng vô định. 

Khi gặp các dạng vô định đó, muốn biết cụ thể phải tìm cách để khử dạng vô định. Sau đây 

sẽ là một số kết quả cơ bản cho phép ta có thể khử được các dạng vô định đó. 

 

1.3.5   Hai tiêu chuẩn tồn tại giới hạn  

1.3.5.1 Tiêu chuẩn 1: (Nguyên lý kẹp giới hạn) 

Định lí: Giả sử 3 hàm số: f(x), g(x), h(x) xác định tại lân cận của điểm x = x0  

(không cần xác định tại x0 ) và thoả mãn:       f(x)   g(x)   h(x)      x   thuộc lân cận 

của a.  Khi đó nếu lim ( ) lim ( )
 

 
x a x a

f x h x L  thì  lim ( )



x a

g x L . 
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Áp dụng: Từ định lí trên, người ta chứng minh được công thức giới hạn cơ bản: 

  
0

sin xlim 1



x x

 

Ví dụ:   Tính 
xln(1 )lim




x

e
x

 = 1 

(Gợi ý : ex  <  1+ex    <   2ex    x  =  lnex  < ln(1+ex ) <  ln2ex   =  ln2 +  x 

     =>   1  <  
xln(1 e ) ln 2 1

x x


     

Sau đây là một số ví dụ áp dụng kết quả trên. 

1) 
0 0 0 0

tgx sinx 1 sinx 1lim lim lim lim 1.1 1
cos os   

   
x x x xx x x x c x

;   

2) 

2
2

220 0 0

2sin sin1-cosx 1 12 2lim lim lim .
2 24.

24
  

 
 

   
 
 

x x x

x x

xxx
; 

 3) 
0 0

sin x sin x xlim lim .
sin nx x sin nx 

 
x x

m m mx n m
m nx n

; 

  

1.3.5.2 Tiêu chuẩn 2: 

 

Định lí : Giả sử hàm số f(x )xác định trên R. 

 Nếu f(x) đơn điệu tăng và bị chặn trên thì tồn tại lim ( )
x

f x


. 

 Nếu f(x) đơn điệu giảm và bị chặn dưới thì tồn tại lim ( )
x

f x


. 

 

 -  Hàm f(x) được gọi là đơn điệu tăng (hoặc  đơn điệu giảm ) trên khoảng (a , b) nếu 

1 2x x (a,b)   thì  f(x1)  <  f(x2)   (  hoặc  f(x1)  >  f(x2) ) 

  -  Hàm f(x) được gọi là bị chặn trên ( hoặc bị chặn dưới) trên khoảng (a , b)  nếu M để  

f(x) < M  ( hoặc f(x)  > M )  )b,a(x   

Áp dụng:   Xét hàm  f(x) =
x11

x
  
 

, hàm f(x) là hàm đơn điệu tăng khi x   và  

f(x) < 3  => bị chặn trên , do đó    e
x
11lim

x

x







 


,  e là một số vô tỷ, có giá trị e   2,78 
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Nhận xét:  

 Từ giới hạn của số e ta cũng có    e1lim
1

0





 

 Có  thể vận dụng giới hạn trên để tính giới hạn có dạng 1  

Xét  
0

( )lim ( )


v x

x x
u x  với  

0

lim ( ) 1



x x

u x ; 
0

lim ( )


 
x x

v x  khi đó có  

   
 1

u ( x ) 1

0 0

(u ( x ) 1).v(x )

v(x )

x x x x
lim u(x) lim 1 (u(x) 1)





 

     
  

   
x x0

0

lim [u ( x ) 1].v (x )[u (x ) 1].v(x )

x x
lim e e 




   

Ví dụ: Tính các giới hạn : 

(1)  

22
2 2

22 2 2lim 1 lim 1 lim 1

 




  

                  
       

x xx x
x

x x x
e

x x x
;  

(2) 

2

2 2 22 2
2

2
1 2 1 1. .2 2 21

2
2 2 2

1 2 2lim lim 1 lim 1
1 1 1


    




  

                         

x
x x xx x

x

x x x

x e
x x x

; 

 

1.3.6  Một số công thức giới hạn cơ bản 

 

Các công thức giới hạn sau được suy ra từ các hai công thức giới hạn cơ bản trên. 

0

sin xlim 1



x x

;      
0

tgxlim 1



x x

 ;   
0

arcsin xlim 1



x x

 ;   20

1 cos 1lim
2




x

x
x

 

   
x 1

x 0

1lim 1 lim 1 e
x


 

      
 

;     
x

0

1lim 1





x

e
x

;    
x

0

1lim ln





x

a a
x

; 

  
x 0

(1 x) 1lim
x





 
  ;       

0

ln(1 )lim 1





x

x
x

 

 

1.4  Vô cùng bé và vô cùng  

1.4.1   Vô cùng bé. 

1.4.1.1. Định nghĩa:  Đại lượng  α(x) được gọi là một vô cùng bé ( VCB ) trong quá 

trình nào đó  nếu  trong quá trình ấy  lim (x) 0   

Ví dụ:    sinx là VCB khi x→0   ;    x2 là VCB khi x→0 ; 
x
1  là VCB khi x→   
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Nhận xét:  

+) Nói VCB phải gắn vào một quá trình cụ thể của đối số x. 

+) Một số có giá trị tuyệt đối bé bao nhiêu cũng không là một VCB. 

             +) Số 0 là VCB trong mọi quá trình. 

 

1.4.1.2 Tính chất:  

 Tổng, hiệu, tích của hữu hạn các VCB trong cùng một quá trình sẽ là 1 VCB 

trong quá trình ấy.  

Tức là:  nếu  1 2 m(x); (x); ...; x    là các VCB 

 thì:  1 2 m(x) (x) ... x      và  1 2 m(x). (x). .... x    là các VCB. 

 Nếu trong cùng một quá trình nào đó (x) là 1 VCB, hàm f(x) là một hàm bị 

chặn thì cũng trong quá trình ấy (x).f (x) cũng là một VCB. 

( hàm f(x) được gọi là bị chặn trong quá trình nào đó  nếu   M để  |f(x)| < M  trong quá 

trình ấy) 

Vídụ :             Chứng minh: 02
1cos.

0
lim 
 x

x
x

 

Giải: Khi x dần tới 0 thì ta có x là một VCB. Mặt khác 2
x
1cos 2   từ đó suy ra                                               

    .02
1cos.

0
lim 
 x

x
x

 

 
 
1.4.1.3. So sánh hai VCB. 

Giả sử (x)  và (x) là các VCB trong cùng một quá trình. Nếu trong quá trình ấy tồn tại 
(x)lim k
(x)





    thì khi đó: 

  Nếu k = 0 thì (x) là VCB cấp cao hơn (x) trong quá trình ấy. 

  Nếu k = 1 thì (x) và (x) là các VCB tương đương, kí hiệu: (x) ~ (x).   
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  Nếu 1,0  kk ( k - hữu hạn) thì (x) và (x) là các VCB ngang cấp 

  Nếu k thì (x) là VCB  cấpthấp hơn (x)  

     

 Nếu không tồn tại k, thì )(x và )(x là hai VCB không so sánh được. 

Ví dụ:   

(1) sin x x khi x 0    do 
0

sinxlim 1



x x

. 

(2) tg5x  và sin2x là VCB ngang cấp khi 0x do  

0 0

tg5x tg5x 2 5 5lim lim . .
sin 2 5 sin 2 2 2 

 
x x

x
x x x

 

(3) 1 – cos4x  là VCB bậc cao hơn 3 1xe    khi 0x do: 
22 2

3 3 30 0 0

1 os4 2sin 2 sin 2 3 4lim lim lim2 . 0
1 1 2 1 3  

        x x xx x x

c x x x x x
e e x e x

 

(4)  ln 1 2x là VCB có bậc thấp hơn 21 1 x khi 0x do:  

  
   

 

2

1 220 0 2 2

ln 1 2 ln 1 2 2 2lim lim . .
2 01 1 1 1

 

 
   

   
x x

x x x x
x xx x

 

(5) 
1sinx
x

 và x là hai VCB không so sánh được khi 0x do không tồn tại giới 

hạn:  
x 0 x 0

1xsin 1xlim limsin
x x 

 . 

 

1.4.1.4. Các cặp VCB tương đương cơ bản. 

 sinx x ( khi x 0)  

 tgx x (khi x 0)  

 arcsin x x (khi x 0)  

 arc tgx x (khi x 0)  

  xe 1 x (khi x 0)   
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  xa 1 x ln a (khi x 0)   

  ln 1 x x (khi x 0)   

  a
xlog 1 x (khi x 0)

lna
   

  1 x 1 x (khi x 0)     

  
2x1 cosx (khi x 0)

2
   

  
3xx sin x (khi x 0)

6
   

  
3xtgx x (khi x 0)

3
   

Giả sử  lim 0



x a

u x . Khi đó, từ bảng trên ta có được 

   
3u (x)u(x) sin u(x) (khi x a)
6

   

   
3u (x)tg(u(x)) u(x) (khi x a)
3

   

1.4.2  Vô cùng lớn. 

1.4.2.1  Định nghĩa: Hàm số α(x) được gọi là một vô cùng lớn ( VCL ) trong quá trình 

x→x0 (hữu hạn hoặc vô cùng) nếu 


)(lim
0

x
xx
  

Ví dụ: x3 là VCL khi x→  nhưng x3 không là VCL khi x→1. 

                2
1
x  là VCL khi x→2. 

Nhận xét:  Khi nói tới VCL phải gắn vào một quá trình cụ thể của đối số. 

 

1.4.2.2    Liên  hệ giữa VCB và VCL 

Nếu trong một quá trình nào đó )(x là một VCB thì cũng trong quá trình ấy 
)(

1
x

 là một 

VCL. Ngược lại, nếu )(x là một VCL thì cũng trong quá trình ấy 
)(

1
x

 là một VCB 

Ví dụ:  x là VCB trong quá trình x → 0  thi x
1 là VCL trong quá trình x → 0.  
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1.4.2.3 Quy tắc so sánh hai VCL 

Giả sử )();( xx   là các VCL trong cùng một quá trình. Nếu trong quá trình ấy tồn tại  

k
)x(
)x(lim 


   thì: 

 -   Nếu k = 0 thì  x là VCL cấp thấp hơn  x  

 -   Nếu k = 1 thì  x là VCL tương đương  x . 

 -   Nếu 1;0  kk  thì  x ,  x là các VCL ngang cấp. 

 -   Nếu k thì  x là VCL cấp cao hơn  x . 

 Nếu không tồn tại k thì )(x ,  x là các VCL không so sánh được.  

Ví dụ1:  Khi 2x  thì 1
2x 

 là VCL ngang cấp với 
2 2 

x
x

 

vì  
    2 2 2

1
2 2 2 12lim lim lim

2 82 2 2
2 2

  

     
   

 

x x x

x xx
x x x x x x

x

 

Ví dụ 2:  Khi x  thì 3 22 1 x x là VCL có cấp cao hơn 2 1x    

vì 
3 2 2

2

2

122 1lim lim 11 1
 

  
   

 
x x

xx x x
x

x

. 

Ví dụ 3: Khi x  thì 33x là VCL tương đương với 33 2 1 x x   

vì 
3 2 3

3

2 133 2 1 3lim lim 1
3 3 3 

  
  

x x

x x x x
x

. 
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1.4.3   Ứng dụng của VCB và VCL trong việc tìm giới hạn dang vô định 0 ;
0




.  

1.4.3.1 Quy tắc thay thế VCB (VCL) tương đương 

Giả sử    ( x ), ( x )  là hai VCB (VCL) tương đương khi x→x0 (x→  ) 

 ( x ) , ( x ) là hai VCB(VCL) tương đương khi x→x0 (x→  ) 

Khi đó:  
0 0x x x x

(x) (x)lim lim
(x) (x) 

 


 
 

  
0 0x x x x

lim( (x) (x)) lim (x) (x)
 

      

Ví dụ 1  
0 0

sin 5 5 5lim lim
7 7 7 

 
x x

x x
tg x x

 

Ví dụ 2: 
 

   

3 3

0 0 2

ln 1 3 3 6lim lim
11 os5 sinx 255
2

x x

x x
c x x x

 


 


 

Ví dụ 3: 
 0 0 0 0 0

1 1 1 1lim lim lim lim lim 1
arcsin 2 2 2 2 2 2 2

 

    

   
      

x x x x

x x x x x

e e e e x x
x x x x x

 

Ví dụ 4:  
 

2
25

2 20 0

1
1 1 15lim lim

sin 5 

 
 

x x

xx
tg x x

 

Chú ý:  

 Chỉ được thay thế các VCB tương đương trong các dạng tích và thương. Không 

được thay thế trong  các dạng tổng và hiệu. 

 Khi tìm giới hạn với quá trình , 0x a a  , ta có thể đổi biến t = x – a, để chuyển 

quá trình x a  bằng quá trình 0t  vì trong quá trình này ta có nhiều dạng 

VCB tương đương. 

Ví dụ 5:   
2

3 3 30 0 0

1.( )1 coss inx 12lim lim lim
2x x x

x xtgx xtgx
x x x  


    

Như vậy, rõ ràng trong ví dụ này ta không thể thay thế sinxtgx bởi x – x = 0. 
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Ví dụ 6: s inmxlim
sinnxx 

.   Trong bài này, ta không thể thay   simmx  bằng mx  vì 

, 0 mx m m  . Để tiếp tục ta có thể đổi biến:  Đặt x = t + , khi , 0x t  . Khi đó: 

 
 

 
 

   
0 0

s inm 1 sin(mt) 1 1
lim lim lim

sinn 1 sin(nt)

m m n m n

nx t t

t mt m
I

t nt n




 

  

   
   

 
. 

1.4.3.2 Quy tắc ngắt bỏ các VCB cấp cao 

Giả sử trong cùng một quá trình nào đó có các đại lượng VCB  1 2 m(x) ; (x) ; ...; x    và 

1 2 n(x) ; (x) ; ...; (x).   Khi đó: 

   1 2 m

1 2 n

(x) (x) ... x (x)lim lim
(x) (x) ... (x (x)

    


     
 

trong đó (x); (x)   là các VCB cấp thấp nhất ở tử thức, mẫu thức 

( chú ý: so sánh với toàn bộ tử thức, toàn bộ mẫu thức). 

Áp dụng: Tính các giới hạn sau: 

Ví dụ 1: 
2 3

5 70

sinlim
2 3 5

 
 x

x x tg x
x x x

 

Giải: Trong quá trình 0x , ta có: 

 sin2x  ≈  x3 ;   tg3x ≈  x3.  Vậy x là VCB có bậc thấp nhất trên tử thức. 

 2x là VCB có bậc thấp nhất dưới mẫu thức. 

Theo qui tắc ngắt bỏ VCB bậc cao, ta có:     
2 3

5 70 0

sin 1lim lim
2 3 5 2 2 

 
 

 x x

x x tg x x
x x x x

 

 Ví dụ 2: 
 

2

20

arcsin5 sin 7lim
ln 1 7


 x

x x
tg x x

. 

Giải: Trong quá trình 0x , ta có: 

 arcsin5x   ≈  5x  ,    sin27x   ≈  (7x)2 
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 tg2x ≈  x2   ,   ln(1 + 7x )  ≈  7x 

Vậy arcsin5x là VCB có bậc thấp nhất trên tử thức và ln(1 + 7x) là VCB có bậc thấp nhất 

dưới mẫu thức nên theo qui tắc ngắt bỏ VCB bậc cao ta có: 

   
2

20 0 0

arcsin5 sin 7 arcsin5 5 5lim lim lim
ln 1 7 ln 1 7 7 7  


  

  x x x

x x x x
tg x x x x

.  

Ví dụ 3: 
   

 

2 23

30

1 cos2 1
lim

3ar ln 1 7 sinx

   

 

x

x

x e x
tg x x

 

Giải: Trong quá trình 0x , ta có: 

 2x )1e(  ≈   x2  ;    ( cos2x -  1)2  ≈  4
2

2 x4)x2(
2
1







  

 3arctg3x  ≈  3x3   ;   ln(1 + 7xsinx)  ≈  7xsinx  ≈  7x2 

Vậy    2
1 , ln 1 7 s inxxe x  lần lượt là các VCB bậc thấp nhất trên tử thức và dưới mẫu 

thức. Vậy:  

   
 

 
 

2 223 2

3 20 0 0

1 cos2 1 1 1lim lim lim
3ar ln 1 7 sinx ln 1 7 sinx 7 7  

    
  

  

x x

x x x

x e x e x
tg x x x x

. 

Ví dụ 4: 
   2 3

20

sin ln 1 2
lim

( 1 4 1) ( sinx)

  

   x

tg x x x x
x x

. 

Giải: Trong quá trình 0x , ta có: 

 tg(sin2x)  ≈  sin2x  ≈  x2    ;  xln(1+ 2x)  ≈  x . 2x  =  2x2 

   222
1

22 x2x4
2
11x411x41        ;    

6
xxsinx

3
  

Vậy tg(sin2x) và xln(1 + 2x) là hai VCB cùng bậc và có bậc thấp nhất trên tử thức. 

21 4 1x  là VCB có bậc thấp nhất dưới mẫu thức. Do vậy:  
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       2 3 2

2 20 0

sin ln 1 2 sin ln 1 2
lim lim

( 1 4 1) ( sinx) ( 1 4 1) 

    


     x x

tg x x x x tg x x x

x x x
 

   
 

 
 

2 2

2 20 0 0 02 2

sin ln 1 2 2 1 2 3lim lim lim lim .1 1 2 2 2( 1 4 1) ( 1 4 1) 4 4
2 2

   


      

   x x x x

tg x x x x xx
x x x x

 

1.4.3.3  Quy tắc ngắt bỏ VCL bậc thấp. 

Giả sử   1 2 m(x) , (x) ,... , (x)    và 1 2 n(x) , (x) ,... , (x)   là các VCL trong cùng 

một quá trình. Khi đó: 1 2 m

1 2 n

(x) (x) ... (x) (x)lim lim
(x) (x) ... (x) (x)

    


    
 

trong đó (x) ; (x)   là các VCL cấp cao nhất ở tử thức và mẫu thức.  

Chú ý:  

 Đa thức   1
1 1...
    n n

n n n oP x a x a x a x a , ở đây k, n  nguyên dương,  ai 

hằng số, an  khác 0.  Trong quá trình x→+  thì:  Pn(x)  ≈  an xn    . 

 Khi x→ + , ta có thể xắp xếp các VCL sau theo thứ tự bậc cao dần như sau: 

1 2 x x
1 2ln x , x , x , a , a  .   trong đó  2 1 2 1( 0 ; a a 1)      

Áp dụng: Tính các giới hạn sau: 

Ví dụ 1 :    22lim
186

542lim 3

3

23

3





 x
x

xxx
xx

xx
. 

Ví dụ 2: 
    4

4 2 4

1 2 3 1lim lim
3 2 1 3 3 

  
 

 n n

n n n n n
n n n

. 

Ví dụ 3:  
5 2 5 534 4 4

14 3 3 35
4

1 2 1 1lim lim lim lim 0
1 2 2   

   
   

   n n n n

n n n n
n n n n n
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Ví dụ 4:  
3 4 4 1lim lim

2 5.4 5.4 5 


 



x x x

x x xx x
. 

Ví dụ 5:  
3

2

3 ln 3 1lim lim
2ln 5.3 5.3 5 

 
 

 

x x

x xx x

x x
x x

. 

1.5   Hàm số liên tục  

1.5.1   Hàm số liên tục 

1.5.1.1. Liên tục tại một điểm. 

Giả sử hàm số f(x) xác định tại x0 và trong lân cận của x0. 

Hàm số f(x) gọi là liên tục tại x0 nếu  
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 . 

Khi đó điểm x0  gọi là điểm liên tục của hàm số f(x). 

Ví dụ: f(x) = sinx   liên tục trên R. 

           
2

1)(



x

xf  không liên tục tại x = 2 (vì f(x) không xác định tại x = 2) 

Kết quả cần nhớ  : Hàm số sơ cấp liên tục tại mọi điểm  mà nó xác định  

1.5.1.2  Liên tục một phía. 

  +  Liên tục phải: Nếu 0lim ( ) ( )



ox x

f x f x  thì f(x) gọi là liên tục phải tại x0. 

+ Liên tục trái: Nếu 0lim ( ) ( )



ox x

f x f x  thì f(x) gọi là liên tục trái tại x0. 

Định lý: Hàm số f(x) liên tục tại x0 khi và chỉ khi 0lim ( ) lim ( ) ( )
  

 
o ox x x x

f x f x f x  

Ví dụ 1: Xác định a để hàm số liên tục trên miền xác định của nó: 

1) 
x2e          khi  x 0

f (x)
a 2x    khi 0 x

 
 

 

2) 2

1 cos3   khi x 0
( )

a             khi x 0

  
 

x
f x x  

Giải: 

1) -  f(x) liên tục tại mọi x ≠ 0 vì các biểu thức xác định f(x) là các hàm số sơ cấp xác 

định tại mọi x ≠ 0. 

- Tại x = 0: 
0

(0 0) lim2 2


  x

x
f e ;  

0
(0 0) lim 2 (0)


    

x
f a x a f . 

 Vậy để f(x) liên tục tại x = 0 thì:    (0 0) 0 0 0 2.f f f a       



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

24 

Vậy với a = 2 thì hàm số đã cho liên tục trên R. 

2) -  Với x  ≠ 0, f(x) là hàm số sơ cấp nên liên tục. 

- Xét  tại x = 0   có    
 

 
2

2 20 0 0

1 31 os3 92lim lim lim ; 0
2  


   

x x x

xc xf x f a
x x

.   => f(x) liên 

tục tại x = 0  khi và chỉ khi a = 9
2

.      Vậy với a = 9
2

 thì hàm số đã cho liên tục trên R. 

Ví dụ 2: Xác định các hằng số a, b để các hàm số sau đây liên tục: 

 1) 

3

2

3

2 1         khi  x 1
1

( ) ax     khi -1 0
1    khi 0< x

  
    

 


x

x
x

f x b x
e

x

          2) 

2x +2         khi  x 1
( ) ax     khi 1< 2

4     khi 2< x


 


  




f x b x

x

 

Giải:  

1)  f(x) là các hàm số sơ cấp xác định tại mọi x < -1; -1 < x < 0; và x > 0 nên liên tục tại các 

điểm này. 

- Tại x = -1:  

   2

1
1 0 lim ( ) 1


       

x
f a x b a b f  

   

  3
1

1x2x2

1lim

1x2x21x

1x2lim
1x

1x2
lim)01(f

3231x

3231x

3

1x







 







 















 

Để f(x) liên tục tại x = -1 thì       11 0 1 0 1
3

f f f a b             (1) 

- Tại x = 0: 

   2

0
0 0 lim( ) 0


    

x
f a x b b f  

 
3

0 0

1 30 0 lim lim 3.
3  


   

x

x x

e xf
x

 

Vậy f(x) liên tục tại x = 0 khi và chỉ khi b = 3  (2). 

Kết hợp (1) và (2) suy ra a = 8
3

 . 

Vậy với a = 8
3

  và b = 3 thì hàm số đã cho liên tục trên R. 
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2) f(x) là hàm số sơ cấp xác định tại mọi x < 1, 1 < x < 2, và x > 2 nên liên tục tại các điểm 

này. 

- Tại x = 1:  

   2

1
1 0 lim( 2) 5 1


    

x
f x f                   

1
1 0 lim( )


    

x
f a x b a b  

=>   f(x) liên tục tại x = 1 khi và chỉ khi a + b = 5  (1). 

- Tại x = 2: 

 
2

2 0 lim( ) 2 (2)


     
x

f a x b a b f .                 
2

4 42 0 lim 2
2

   
x

f
x

 

Vậy để f(x) liên tục tại x = 2 thì 2a + b = 2  (2)      Từ (1) và (2) suy ra a = -3; b = 8. 

Kết luận: với a = -3; b = 8 thì hàm số đã cho liên tục trên R. 

 

1.5.1.3  Liên tục trên một khoảng, đoạn. 

 Hàm số f(x) liên tục trong khoảng (a, b) nếu f(x) liên tục tại mọi x  (a, b). 

Ký hiệu    ),()( baCxf   

 Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a, b] nếu f(x) liên tục trong (a, b) và liên tục phải tại a, 

liên tục trái tại b. 

Ký hiệu    ],[)( baCxf   

Ý nghĩa hình học: Nếu hàm 

 ,( ) a bf x C  thì đồ thị y = f(x) là một 

đường liền nét đi từ 

 A(a, f(a)) đến B(b, f(b)).  

 

 
 

1.5.2   Tính chất của hàm liên tục trên một đoạn 

1.5.2.1  Tính chất 1: (Tính bị chặn) 

Nếu f(x) liên tục trên [a, b] thì f(x) bị chặn trên [a, b]. 

  Tức là:   M > 0 : x [a, b] :  f x M  

1.5.2.2  Tính chất 2:  

Nếu f(x) liên tục trên [a, b] thì f(x) đạt giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất trên [a, b]. 

Tức là:   x1, x2  [a, b]: 1 2[a,b ] [a,b]
( ) min ( ); ( ) ax ( ) f x f x f x m f x  
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1.5.2.3  Tính chất 3: 

Nếu f(x) liên tục trên [a, b] thì f(x) đạt mọi giá trị trung gian giữa giá trị nhỏ nhất và 

giá trị lớn nhất của nó trên [a,b]. 

Tức là: nếu  
[a,b ] [a,b ]

m min f (x);M maxf (x);   Thì  

0 0: m M  x [a,b]: f (x )          

 

Hệ quả:  Nếu [ , ].f (x) C    cho 

a,b ( , )    sao cho a < b và 

 f(a).f(b) < 0 khi đó tồn tại 1 điểm 

c [a,b]  sao cho  f(c)=0. 

 
Áp dụng  : Phương pháp chia đôi liên tiếp : Giải bằng gần đúng phương trình  f(x) = 0  

Để giải gần đúng  phương trình f(x) = 0 theo phương pháp chia đôi liên tiếp thì hàm 

f(x) cần thỏa mãn điều kiện :  f(x) liên tục trên [a , b ]   và     f(a) . f(b)  < 0 

  

   a)        b)   

 

Quy ước  :  -  các ký hiệu  a, b , c   là  địa chỉ chứa các giá trị  a , b , c 

   -  ký hiệu  “ a  : =  b ”    là gán giá trị ở địa chỉ  b vào địa chỉ a 

 

Cần tìm nghiệm gần đúng f(x) = 0  với sai số là     

Thuật giải: 

Bước 1.    c : =  
2

ba   

Bước 2.     Nếu  f(c) . f(a)  < 0  thì    b : =  c  -   trường hợp a) tức là thay [a , b ] bởi  [a , c ] 

      Nếu  f(c) . f(a)  > 0  thì    a : =  c  -   trường hợp b) tức là thay [a , b ] bởi  [c , b ] 
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Bước 3.     

 Nếu    
 cba
2

      thì  dừng tính và  nghiệm gần  đúng  x0 =  
2

ba   

 Nếu    
 cba
2

      thì   quay về bước 1 

 

1.5.3    Điểm gián đoạn của hàm số 

1.5.3.1.  Định nghĩa: Hàm số f(x) gọi là gián đoạn tại điểm x0 nếu f(x) không liên tục tại 

x0. Khi đó điểm x0 gọi là điểm gián đoạn của hàm số. 

 

1.5.3.2. Các trường hợp gián đoạn. 

Điểm x0 là điểm gián đoạn của f(x) nếu thuộc một trong các trường hợp sau: 

 Hàm số f(x) không xác định tại x0 

Ví dụ: 
x

xf 1)(     có điểm gián đoạn x = 0 do không xác định tại x = 0 

     
0 0

lim lim
  


x x x x

f x f x  

  Ví dụ :  

1
x 1e khi x 1f (x)

1 khi x 1



  
 

   có  điểm  gián đoạn là  x = 1 vì 

  f( 1 - 0)  =   
1

1

1 0
lim 0

 
x

x
e   ;  f(1+ 0)  = 

1
1

1 0
lim 

 
 x

x
e   =>  f(1- 0)     f(1+ 0) 

 

     
0 0

0lim lim ( )
  

 
x x x x

f x f x f x  

Ví dụ: 











0x khi        3

0x khi  
x

x
xf

sin
)(    

có điểm gián đoạn x = 0  vì   f(0+ 0) =  f(0 - 0)  =  1     f(0)  = 3 

 

1.5.3.3  Phân loại điểm gián đoạn. 

Giả sử điểm x0 là điểm gián đoạn của hàm số f(x). 

 Điểm x0 gọi là điểm gián đoạn loại 1 của hàm số f(x) nếu tồn tại giới hạn trái và 

giới hạn phải hữu hạn của hàm số f(x) tại x0 . 
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Khi đó: )0()0( 00  xfxfh  gọi là bước nhảy của f(x) tại x = x0. 

Khi h = 0 thì x0 là điểm gián đoạn có thể khử được bằng cách bổ sung giá trị của 

hàm số tại điểm x0 chính bằng giá trị giới hạn đó. 

Ví dụ: 
x

xxf sin)(   gián đoạn tại x = 0 

do đó đặt 











0 xkhi        1

0 xkhi  sin
)( x

x
xf      thì f(x) liên tục tại x = 0. 

 Các điểm gián đoạn của hàm số khác  loại 1 thì gọi là điểm gián đoạn loại 2. 

 

Ví dụ 1     

Xét tính liên tục và phân loại điểm gián đoạn của hàm số:   2

1 cosx   khi x 0
xf (x)

1        khi x 0

  
 

  

Giải   
 Nhận thấy hàm f(x) liên tục  với  mọi  x   0.  

 Xét tại x = 0  có  

2
2

2 2
x 0 x 0 x 0 x 0

x x2sin sin1 cosx 1 12 2lim f (x) lim lim lim xx x 2 2
4

   

 
 

    
 
 

 

vậy f(0-0)   =   f(0+0)  =  
1
2

    f(0)  = 1 , do đó  x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 với bước 

nhảy h  = 0 . 

Ví dụ 2    Cho hàm số :    f(x)  = 

2ax x b khi x 1
(x 1)

4 khi x 1

  
 




 

Tìm các giá trị  a và b để hàm số f(x)  có  x  =1 là điểm gián đoạn: 

 a) loại  1        ,    b)   loại 2 

 

Giải      Với  x   1 , hàm f(x) liên tục  và   

f(x)  = 
2ax x b ax(x -1) a(x 1) a b a bax a
(x 1) (x 1) x 1
      

   
  

 

 Nếu   a +  b     0   thì   
x 1
lim f (x)


=   2a  +   
x 1

a blim
x 1




 =    

  =>  x =1 là gián đoạn loại 2 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

29 

 Nếu a + b  = 0  thì  
x 1
lim f (x)


 =  2a   =>  f(1- 0)  =  f(1 + 0) =  2a   

 =>  để  x = 1 là điểm gián đoạn loại 1 thì  2a     f(1)  = 4   <=>   a   2  

Kết luận:   Điều kiện để x = 1 là  điểm : 

  *   gián đoạn loại 1 là :  a  =  - b     2 

  *   gián đoạn loại 2 là :  a + b   0 
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BÀI TẬP CHƯƠNG  I 

 

Bài 1  Tìm các hàm ngược của các hàm số :  

 1)    y =  x3  với miền xác định   x  <  0;   

 2)  y = 
4x 1
x 2



  với miền xác định  x > 2 

 3)   y  =   ln( x2 - 1) với miền xác định x < -1 

 

Bài 2    Tìm  các giới  hạn sau : 

x 0

ln(1 x)a) lim
x

 
   

ln(1 e )b) lim ,







 
1
x

x
c) lim x(a 1)

 
  

x x

x 0

e ed) lim ,
x

 




 

x x

x 0

e ee) lim ( ).
sin x sin x

 




  

  
 

 

 
Bài 3 Xét tính liên tục và phân loại điểm gián đoạn của các hàm số 

1) 
sin x   khi x 0

xf (x)
1        khi x 0

  
 

                   2) 
1xsin   khi x 0

f (x) x
0          khi x 0

  
 

 

3) 
2x       khi  0 x 1

f (x)
2-x    khi 1 x 2
  

 
 

             4) 
xcos   khi x 1
2f (x)

x-1      khi x 1 

  
 

 

 
Bài 4.  Tìm các giá trị a và  b để hàm số sau là hàm liên tục với mọi x  

2x ax b khi x 1
f (x) x 1

2 khi x 1

  
 

 
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CHƯƠNG 2 

 PHÉP TÍNH VI PHÂN CỦA HÀM MỘT BIẾN 
 
2.1.  Đạo hàm cấp 1 

2.1.1. Định nghĩa đạo hàm 

2.1.1.1.  Đạo hàm tại một điểm. 

 Định nghĩa    Giả sử hàm số y = f(x) xác định  tại điểm x0 và lân cận của x0 . Cho x0 

số gia x  , khi đó nhận được số gia tương ứng của hàm số:   y = f(x0 +x ) – f (x0 ) 

Nếu   tồn tại 
0

lim
x

y
x 




  =  A (hữu hạn) thì A được  gọi là đạo hàm của hàm số f(x) tại x0. 

Ký hiệu:  f ’(x0)  =  A    ,   tức là   f ’(x0) = 
0

lim
x

y
x 




 

 

Ví dụ1 :  Cho f(x) = x2 + 1. Tính f ’(1). 

Cho x0 = 1 số gia x. 

Số gia tương ứng của hàm số:     y = (1 +x )2 + 1 – (1+1) = 2x + ( x )2 

Ta có: 
0

lim
x

y
x 




 = 2 ,   Vậy :f ’(1) = 2 

Ví dụ 2 :  Cho f(x)  = sinx , tính f ’(x) = ? 

Do f(x) = sinx  xác định tại mọi giá trị x nên thỏa mãn giả thiết để  có thể tính  được f ’(x).  

Cho  x  số gia x =>  f  =  sin(x  + x) - sinx  = 





 







 


2

sin
2

cos2 xxx  

do đó 

   xcos

2
x

2
xsin

2
xxcoslim

x
2
xsin

2
xxcos2

lim
x
flim

0x0x0x










 







 










 







 






 

                         Vậy    xx cossin   

 

 Ý nghĩa của đạo hàm :   

 Nếu hàm f(x) có đạo hàm tại điểm x0  thì đường cong  y = f(x)  sẽ có tiếp tuyến tại 

điểm M0(x0 , f(x0) ) và đường cong được gọi là trơn tại x0. Phương trình tiếp tuyến 

tại điểm M0 sẽ là   

y = f ’(x0) ( x - x0)  + f(x0) 
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 Nếu hàm f(x) có f ’(x)  > 0 trên (a , b ) thì hàm số đồng biến ( đơn điệu tăng) trên 

(a , b), còn nếu  f ’(x)  < 0 trên (a , b ) thì hàm số nghịch biến ( đơn điệu giảm) trên 

(a , b). Như vậy dựa vào dấu hiệu của đạo hàm ta có thể khảo sát được chiều biến 

thiên của hàm số. 

 

2.1.1.2.  Đạo hàm trái, phải.   

 Định nghĩa   Giả sử hàm số y = f(x) xác định  tại điểm x0 và lân cận trái của x0 (  tức 

là với x < x0 ) . Cho x0 số gia x < 0  , khi đó nhận được số gia tương ứng của hàm 

số:    y  =  f(x0 +x ) – f (x0 ) 

Nếu tồn tại 
0

lim
x

y
x 




 hữu hạn thì giới hạn đó được gọi là đạo hàm trái của hàm số f(x) 

tại x0.      Ký hiệu: f ’(x0 - 0).      Vậy f ’(x0 - 0)= 
0

lim
x

y
x 




  

Tương tự ta định nghĩa đạo hàm phải: f ’(x0 + 0) = 
0

lim
x

y
x 




 

 

 Định lý: 

Hàm số f(x) có đạo hàm tại xo khi và chỉ khi tồn tại f ’(x0 - 0) = f ’(x0 + 0). 

 Nhận xét:  

 Nếu f(x) có đạo hàm tại x0 thì f(x) liên tục tại x0. Điều ngược lại chưa đúng. 

 Ví dụ   f(x) = /x/ liên tục tại x = 0 nhưng không có đạo hàm tại x = 0 

 Nếu tồn tại  f ’(x0 - 0)  f’(x0 + 0) mà f(x) liên tục tại x0  thì tại điểm M(x0, f(x0))  

đường cong   y = f(x) có hai tiếp tuyến  với  f ’(x0 + 0) là  hệ số góc tiếp tuyến 

bên phải và   f ’(x0 - 0) là hệ số góc tiếp tuyến bên trái. 

Ví dụ:  y x  có f ’(0- 0) = -1 và   f ’( 0 + 0) = 1. 

 

2.1.1.3.  Đạo hàm trên một khoảng, một đoạn 

 

  Hàm số f(x) có đạo hàm trên (a, b) nếu f(x ) có đạo hàm tại mọi  x(a, b). 

  Hàm số f(x) có đạo hàm trên [a, b] nếu f(x) có đạo hàm trong (a, b) và có đạo 

hàm phải tại a, có đạo hàm trái tại b. 

  Đạo hàm của hàm số f(x) trên một khoảng, một đoạn nếu tồn tại là một hàm số 

ký hiệu là    f ’(x)   hoặc    y’. 

Ví dụ:    f(x ) = x2 + 1 có f ’(x ) = 2x  với  x  R. 
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2.1.2.  Các phương pháp tính đạo hàm 

2.1.2.1.  Tính đạo hàm theo định nghĩa. 

Bảng các đạo hàm cơ bản 

 

y = C  ( C là hằng số) ==>  y’= 0 

y = xm    (mR)  ==> y’= m xm-1 

y = sinx   ==>  y’= cosx  

y = cosx    ==>  y’= - sinx 

y = tgx    ==>  y’= 2

1
cos x

; ( = 1 + tg2x ) 

y = cotgx    ==>  y’= 2

1
sin x
  ; ( =  - 1 - ctg2x ) 

y = ex    ==>  y’= ex 

y = ax    ==>  y’= ax lna 

y = lnx   ==>  y’= 1
x

 

y = logax   ==>  y’= 1
xlna

 

y = arcsinx     ==>  y’= 
2

1
1-x

 

y = arccosx   ==>  y’= -
2

1
1-x

 

y = arctgx   ==>  y’ = 2

1
1+x

 

y = arccotgx   ==>  y’ = - 2

1
1+x

 

 
 

2.1.2.2.  Tính đạo hàm theo quy tắc. 

 Đạo hàm của tổng, hiệu, tích, thương. 

Giả sử f(x), g(x) có đạo hàm trên (a, b). Khi đó: 

[f(x) + g(x)]’  =  f ’(x) + g’(x) 

[f(x) - g(x)]’ =  f ’(x) - g’(x) 

[K. f(x)]’      =  K. f ’(x)    với  K là hằng số 

[f(x)g(x)]’    =   f’(x)g(x) + f(x)g’(x) 

'
2

f (x) f '(x)g(x) f (x)g '(x)
g(x) g (x)
  

 
 

,     (g(x)0). 
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 Đạo hàm của hàm hợp. 

Xét hàm hợp: y = f(u(x)) .   Giả sử hàm số u = u(x) có đạo hàm tại x0. 

Hàm số y = f(u) có đạo hàm tại u0 = u(x0). 

Khi đó hàm hợp y = f(u(x)) có đạo hàm tại x0  với:  

    y’(x0 ) = f’u(u0).u’x0;(x0) 

Ví dụ:    Tính đạo hàm của hàm số: 

   Cho hàm số   y = f(u(x)) =  2sin   2x 2  ;)   gọi   u(x) =  2x 2  

   y' = f 'u. u'x  =  2.cos u. u 'x  = 2.cos  2x 2 .   u '
x 

 y' =  2.cos  2x 2 . 
 2

1 .(2x)
2. x 2

=   2.cos  2x 2 . 
 2

x

2. x 2
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 Ví dụ:  Tính đạo hàm của các hàm số sau 

y = sin(2x+1)  y’= (2x + 1)’.cos(2x+1) = 2.cos(2x +1) 

y = cos(lnx)  y’=  - sin (lnx) .(lnx)’. )sin(ln1 x
x

  

y = 2ln( 1)x x    y’= 

y = arctg( 2

1
1

x
x



)  y’= 

Tổng quát ta có: y’x= f ’u.u’x  

 

 Đạo hàm của hàm ngược  

Giả sử hàm  y = f(x) có đạo hàm tại  x0 và  f’(x0) 0.  Nếu f(x ) có hàm ngược x = g(y) 

thì  g(y) cũng có đạo hàm tại  y0=f(x0) với:     0
0

1'( )
'( )

g y
f x

     

Tổng quát:  
0

0

1'( )
'( )y y

x x

g y
f x



  

 
2.2.  Vi phân 

2.2.1.  Định nghĩa 

Giả sử hàm số y = f(x) xác định tại x0 và  lân cận của x0. 

Cho x0 số gia x , khi đó nhận được số gia tương ứng của hàm số:f = f(x0 +x ) – f (x0 ) 

     Nếu  f   biểu diễn được dưới dạng      f  = A. x +  (x) 

 trong đó A là hằng số chỉ phụ thuộc x0 và  (x) là VCB cấp cao hơn  x  khi  x → 0. 

     thì biểu thức A. x gọi là vi phân của f(x) tại x0  và ký hiệu: df = A. x 

 Khi đó ta nói  f(x) khả vi tại x0 

Nhận xét :  

  Nếu hàm số f(x) khả vi tại x0 với  df = A.x  thì f(x) có đạo hàm tại x0 và  f ’(x0) = A. 

Ngược lại nếu f(x) có đạo hàm tại x0 thì khả vi tại x0  và df = f ’(x0)x. Như vậy tính có 

đạo hàm và tính khả vi của hàm số luôn đi cùng nhau. 

  Xét hàm số f(x) = x    có f ’(x) = 1 với x  nên df = dx = 1. x   =>  x   = dx 

Do đó ta có biểu thức vi phân của hàm số f(x):      

   

 

  

    df = f’(x)dx   =>  
dx

)x(df)x('f   
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2.2.2.  Ứng dụng vi phân tính gần đúng  

 Giả sử hàm số f(x) khả vi tại x0 và f ’(x0)  0. 

Ta có: y = f(x0 +x ) – f (x0 ) = f ’(x0)x +  (x) 

Với  x  rất nhỏ thì  f(x0 +x ) – f (x0 )  f ’(x0)x    ( do bỏ qua VCB cấp cao  (x)) 

          Suy ra:  

f(x0 +x )   f (x0 ) + f ’(x0)x 
 

Ví dụ:  

 Tính 3 02,1  , đặt f(x) = 3 x  , lấy x0  = 1,  x = 0,02   ,  có  .
x3

1)x('f
3 2

  

=>  f(x0 +x ) =  3 02,1  =  f (x0 ) + f ’(x0)x  =  
300
302

300
2102,0.

13

11
3 2

3   

Vậy  3 02,1      
300
302  

 Tính   sin290, đặt f(x) = sinx , 290 =  300  - 10 ; có  300 = 
6
    và  10 =  

180
 ;  

lấy x0 = 
6
  ,   x =  - 

180
  ,  x  = 

6
 -

180
  ;  f '(x) =  cosx  

=> sin300  = sin(
6
 -

180
 )    sin

6
  - 

180
 .cos 

6
  = 

360
3180

2
3.

1802
1 




  

 
 
2.3.   Ứng  dụng đạo hàm để tìm giới hạn ở các dạng vô định  

 

2.3.1.  Quy tắc Lopital 1  ( xét cho quá trình x    x0  hữu hạn ) 

Định lý 1:   

Giả sử các hàm f(x ), g(x ) liên tục tại x0 ,  khả vi ở lân cận x0 ,  thỏa mãn các điều kiện : 

   f(x0) = g(x0) = 0 và g’(x)  0 ở lân cận x0.  

khi đó nếu Axg
xf

xx


 )('
)('lim

0

 thì Axg
xf

xx


 )(
)(lim

0

 

 

Chứng minh định lý : 

Để chứng minh định lý ở đây ta áp dụng định lý Lagrange : 

 Định lý Lagrange:  
Giả sử hàm f(x) liên tục trên đoạn [a, b] khả vi trên khoảng  (a, b). Khi đó có ít nhất 

một điểm c  ( a, b) sao cho: )(')()( cfab
afbf 


 .   



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

37 

                                   
     Hình  2.1  
 

Bằng cách mô tả  trên hình 2.1 ta có f (b) f (a)tg f (c)
b a
   


   

 

 Do 
0 0

0 0

0 0

( ) ( )( )lim lim
( ) ( ) ( )x x x x

f x f x x xf x
g x x x g x g x 

 


 
  mà  f(x)  và g(x) liên tục trên [ x , x0]  

( hoặc trên [x0 , x]), khả vi trên (x , x0) (  hoặc trên  (x ,x0 )) , áp dụng Lagrange  ta 

được  
0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( )lim lim
( ) ( ) ( )x x x x

f x f x x x f c
x x g x g x g c 

 


 
  với  c  ( x , x0 ),  do  đó nếu 

0

( )lim
( )x x

f x A
g x


 


  thì 

0

( )lim
( )x x

f c A
g c


 


 và vì vậy 

0

( )lim
( )x x

f x A
g x

  

  
Ví dụ:   

1)
x

x3sinlim
0x

 có dạng  
0
0 ,  xét    3

1
x3cos3lim

x
x3sinlim

0x0x







 , vậy  3

x
x3sinlim

0x



 

2) 
x

)x21ln(lim
0x




  có dạng  
0
0 ,   

  xét    2
x21

2lim
x

)x21ln(lim
0x0x










, vậy 
x

)x21ln(lim
0x




 = 2 

3) 30x x
tgxxlim 


 có dạng  

0
0 ,  xét   

  3
1

x3
xtglim

x3
xtg11lim

x

tgxxlim 22

2

0x

2

0x30x





 

vậy  
3
1

x
tgxxlim 30x




  

 
 

 

Định lý 2:  

Giả sử các hàm f(x ), g(x ) khả vi ở lân cận x0 (trừ  điểm x0), thỏa mãn các điều kiện sau:  

  


)x(glim;)x(flim
00 xxxx

 và g’(x)  0 ở lân cận x0.  

Nếu Axg
xf

xx


 )('
)('lim

0

   thì   Axg
xf

xx


 )(
)(lim

0
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Ví dụ:  
 

1)   )0(;xln.xlim
0x




. Có   









x
1
xlnlimxln.xlim

0x0x
 ,    có dạng  


    

   Xét  
1x 0 x 0 x 0

ln x 1 xlim lim lim
x. x1

x



   




 

   
 
 

  =   0,  

vậy )0(;0xln.xlim
0x




 

 
2.3.2.  Quy tắc Lopital 2   ( xét cho quá trình x     ) 

Định lý 1:   

Giả sử các hàm f(x ), g(x ) khả vi ax   ( ax  ) ,    thỏa mãn các điều kiện : 

 0)x(glim)x(flim
)x(

x
)x(

x








 và g’(x)  0 ax     ( ax  ) 

khi đó nếu A
)x('g
)x('flim

)x(
x






 thì A
)x(g
)x(flim

)x(
x






 

Ví dụ : 

x
1

arctgx
2lim)arctgx

2
(.xlim

xx






có dạng  
0
0 ,  xét : 

1
x1

xlim
1

x
x1
1lim

x
1

arctgx
2lim 2

2

x

2

2xx























 



 Vậy  1)arctgx

2
(.xlim

x



 

 
Định lý 2:   

Giả sử các hàm f(x ), g(x ) khả vi ax   ( ax  ) ,    thỏa mãn các điều kiện : 

 






)x(glim;)x(flim
)x(

x
)x(

x
 và g’(x)  0 ax     ( ax  ) 

khi đó nếu A
)x('g
)x('flim

)x(
x





 thì A
)x(g
)x(flim

)x(
x





 

Ví dụ 

1)
x

elim
x

x 
có dạng 


 , xét     





 1
elim

x
elim

x

x

x

x
  ,  vậy  

 x
elim

x

x
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2)  x
xlnlim

x
 ( với   > 0 ) có dạng 


 ,  

xét   
 

0
x.
1lim

x.x
1lim

x

xlnlim
x1xx












 , vậy  0

x
xlnlim

x


 , ( với   > 0 ) 

 
Chú ý   

 Trong các phát biểu trên  A có thể là giá trị  hữu hạn hoặc vô cực 

 Quy tắc Lopital có thể được áp dụng liên tiếp  nhiều lần 

Ví dụ : 30x x
xsinxlim 


  có dạng  

0
0  nên ta áp dụng Lôpital : 

 xét  
  20x30x x3

xcos1lim
x

xsinxlim 





 , đến đây lại có dạng 
0
0 , tiếp tục áp dụng 

Lôpital ta được kết quả giới hạn  
6
1

x
xsinxlim 30x



 

 Quy tắc Lôpital chỉ là điều kiện đủ để kết luận sự tồn tại của 
)x(g
)x(flim

)x(
xx 0



  

khi  giới hạn  này ở dạng 0
0 hoặc 


 . 

( Tức là   khi  
 





 )x(g

)x(flim
)x(

xx 0

 nhưng vẫn có thể    
)x(g
)x(flim

)x(
xx 0



   ) 

  Chính vì vậy trong khi trình bày ta  phải xét giới hạn   
 




 )x(g

)x(flim
)x(

xx 0

  nếu tồn tại  thì 

mới có kết luận sự tồn tại của   
)x(g
)x(flim

)x(
xx 0



 

Ví dụ:     

 1sinlim 
 x

xx
x

,  nhưng nếu  áp dụng Lopital  
1

xcos1lim
x

xsinxlim
xx









    không 

tồn tại. 

 0
x
1sin.x

xsin
xlim

xsin
x
1sinx

lim
0x

2

0x



, nhưng  nếu áp dụng Lopital sẽ có 

  x
1coslim0

xcos
x
1cos

x
1x

x
1sin.x2

lim
xsin

x
1sinx

lim
0x

2
2

0x

2

0x 
















 , không tồn tại 
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2.3.3. Các giới hạn dạng vô định : 00. ; ; 1 ...   
 

 Dạng  0.  :  Biến đổi về một trong hai dạng   0 ;
0




  rồi áp dụng Lô-pi-tal 

Ví dụ  

 
x 0 x 0

ln x
lim x.ln x lim 1

x
 

    ( đưa về dạng 


) 

 Dạng 0 ; 1 ....   
 

Để tính giới hạn các dạng này người ta  áp dụng phương pháp loga hóa để đưa về dạng 

0.  rồi tiếp tục đưa về một trong hai dạng  0 ;
0




 

Ví dụ :  

 Tìm giới hạn sau : I = 
1
x

x
lim x


  . Đặt  A(x) = 
1
xx   =>  

x x

1lim ln A(x) lim ln x
x 

  

khi đó giới hạn có dạng 


, áp dụng quy tắc Lô-pi-tal : xét  
x x

ln x 1lim lim 0
x x 


 


 

vậy 
x x

1lim ln A(x) lim ln x 0
x 

     =>   0

x x
ln lim A(x) 0 I lim A(x) e 1

 
      

 Tìm giới hạn  I  =   
1

sin x
x 0
lim cos x


  - Giới hạn có dạng vô định 1  

Chú ý : 

Dạng vô định  1   ngoài  phương pháp loga hóa ta có thể sử dụng giới hạn dạng  
1

0
lim(1 ) e


     hoặc   

t

t

1lim 1 e
t

   
 

 

Ví dụ : 

  2 2

1 1 cos x 1
x cosx 1 x

x 0 x 0
lim(cos x) lim 1 (cos x 1)




 
   

   2
2x 0

cosx 1
cosx 1 11 limx

x 2cos x 1
x 0
lim 1 (cos x 1) e e








     

 
x x2 2

2 2x x

x 3x 1 x 3x 1lim lim 1 ( 1)
x x x x 

      
          

 

2

2
x x (2x 1).x
2x 1 x

2x

2x 1lim 1
x x

 




    
=     2x

(2x 1).xlim 2xe e



  
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Chú ý : 
 Nến  kết hợp việc thay thế các VCB tương đương với việc sử dụng quy tắc Lô-
pi-tal để tìm giới hạn dạng vô định : 
Ví dụ : 

         

 

3

3 3

3

x 3

6x 0

x 3 x 3 6

6 6 6 6x 0 x 0

x 3 t

6 6 6 2x 0 t 0

t t

6 2 6 7t 0 t 0

e 1 x 0lim ;
sin 2x 0

e 1 x e 1 x (2x)lim lim
sin 2x 2 x sin 2x
e 1 x e 1 tlim lim

2 x 2 t
e 1 t ' e 1 1I lim lim
2 (t ) ' 2 . 2 t 2



 

 

 

   
 
 

   
 

   
 

  
   

 

 
 

BÀI TẬP  
1. Tính các đạo hàm sau : 

2 2
31) y log (x sin x) 2) y ln(x 1 x ) 3) y ln(ln x)       

2 2
2 2 x xa a x4) y x a a ln 5) y ae 6) y e lnsin x

x
 

      

cos x 27) y e sin x 8) y arccos(x ) 9) y arcsin sin x    

arctgx xarccos x10) y e 11) y 12) y ( c )
x

ar osx    

2. Chứng minh  hàm  

 
2 1x sin khi x 0

xf (x)
0 khi x 0

  
 

 

      
có đạo hàm tại mọi điểm và  đạo hàm gián đoạn tại x = 0 
 

3. Cho hàm số  
 

 
n 1x c khi x 0

xf (x)
0 khi x 0

os  
 

 

  Với giá trị nào của  n thì  hàm số  f(x) 
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a)  Liên tục tại   x = 0  

b) Có đạo hàm tại  x = 0  

c) Có đạo hàm liên tục tại  x = 0 

 
4. Tính các giới hạn sau theo quy tắc Lô-pi-tal 

 

2x 0 x 0 x

x x x x x x

x x 2x 0 x 0 x 0

x arctgx x sin x 2arctgx1) lim 2) lim 3) lim
1x x tgx ln 1
x

a b e e a b4) lim 5) lim 6) lim
c d sin x cos x x 1 x

  



  

   
   

 
  
 

 

3tgx x x 3

6x 0 x 0 x 0

e e e 1 x lnsin 2x7) lim 8) lim 9) lim
tgx x sin 2x lnsin x  

  


 

x 1 0 x

xln(1 x) tg
210) lim 11) lim [( 2arctgx)ln x]

cot g( x)  

 
 


 

x 0

112) lim cot gx
x

  
 

        
x 1 0

113) lim xcos ln(1 x)
2

   
   

x 1

x 114) lim
x 1 ln x

   
 

1/x 2x x 1/x

x x 0x
2

xtgx tg
2asin x

x 0 x 0 x a

15) lim[x(e 1)] 16) lim(tgx) 17) lim(e x)

1 x18) lim 19) lim x 20) lim 2
x a



 



  

 

      
   

 

 

5. Hãy chứng minh  giới hạn   
x

x c xlim
x sin x

os
 




   tồn  tại nhưng không áp dụng  được quy 

tắc  Lô-pi-tal   ( mặc dù giới hạn có dạng vô định  



 ) 
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CHƯƠNG 3 
 PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN HÀM MỘT BIẾN 

 
3.1. Tích phân bất định 
3.1.1.  Nguyên hàm. 
3.1.1.1. Định nghĩa. 

Giả sử hàm số f(x) xác định trên (a,b).Hàm số F(x) được gọi là nguyên hàm của f(x) 

trên  (a, b) nếu F’(x) = f(x) với mọi x(a, b). 

Ví dụ:  

sinx là nguyên hàm của cosx trên R vì (sinx)’=cosx. 
sinx +1 là nguyên hàm của cosx trên R. 
sinx + c0 là nguyên hàm của cosx trên R (với c0  là hằng số xác định) 

3
3x  là nguyên hàm của x2 trên R. 

Nhận xét :  
 Nguyên hàm của một hàm số là một hàm số xác định 

 Một hàm số có thể có nhiều các nguyên hàm khác nhau 

 
3.1.1.2. Điều kiện tồn tại nguyên hàm. 

Định lí : Nếu hàm f(x) liên tục trên (a,b) thì f(x) có nguyên hàm trong khoảng đó. 

 

Chú ý:     

 Hàm  f(x) có nguyên hàm nhưng chưa chắc đã liên tục : 

Ví dụ: Hàm F(x) = 
2 1os 0.

x
0 0.

x c x

x

 

 

là nguyên hàm của f(x) = 
1 1sin 2 os 0.
x x

0 0.

xc x

x

  

 

  

vì F’(x) = f(x) tại mọi x nhưng f(x) không liên tục tại x = 0. 

 Mọi hàm số sơ cấp đều tồn tại nguyên hàm trên tập xác định của nó. 

Ví dụ: f(x) = 
2

1
1 x

xác định trên (-1, 1) và có một nguyên hàm là F(x) = arcsin x.  

 

3.1.1.3. Định lí tổng quát về nguyên hàm. 

Định lí : Giả sử F(x) là nguyên hàm của f(x) trên (a,b). Khi đó trên (a,b) ta có: 

 Với mọi hằng số C0  xác định  thì F(x) + C0 cũng là nguyên hàm của f(x)  

 Mọi nguyên hàm khác của f(x) đều có dạng F(x) + Co với Co là hằng số nào đó. 
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Nhận xét:  

 Nếu hàm số f(x) có một nguyên hàm trong khoảng (a, b) thì nó sẽ có vô số nguyên 

hàm khác và các nguyên hàm này chỉ sai khác nhau 1 hằng số cộng  

 Nếu F(x) và G(x) là hai nguyên hàm khác nhau của cùng một hàm f(x) thì luôn tồn 

tại một hằng số  C0 để   F(x)  = G(x)  +  C0 

 Ta gọi F(x) + C là biểu thức nguyên hàm tổng quát của f(x) 

 

3.1.2. Tích phân bất định 

3.1.2.1. Định nghĩa. 

Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm f(x) trên khoảng (a, b) thì biểu thức F(x) + C 

(với C là hằng số tùy ý)  được gọi là tích phân bất định của f(x) trên khoảng (a, b).  

Kí hiệu:  F(x) +  C  =  ( )f x dx . 

Trong đó:     dấu tích phân 

x   biến lấy tích phân 

   f(x)  hàm dưới dấu tích phân 

   f(x)dx   biểu thức dưới dấu tích phân 

Ví dụ:            2x dx = x2 + C    ;   cos3x dx = 1
3

sinx + C 

Nhận xét : 

 Khác với  nguyên hàm ( là một hàm số xác định ) , tích  phân bất định  là một biểu 

thức , nó biểu thị một họ các hàm số là các nguyên hàm của hàm dưới dấu tích phân. 

 Ứng với một giá trị xác định của hằng số C, ta được một hàm số xác định – là nguyên 

hàm của hàm đưới dấu tích phân. Đồ thị của các hàm số này trên hệ tọa độ Oxy là các 

đường cong “ đồng dạng ” – tịnh tiến theo trục oy  như hình 3.1  . Do đó mỗi điểm 

M(x,y) trên Oxy   ( mà x   (a , b) ) sẽ chỉ có một đường cong y  =  F(x) + C0    đi qua . 

                                    
     Hình 3.1
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3.1.2.2. Các tính chất của tích phân bất định 

     d f x dx f x dx  

    
'

f x dx f x     

     d F x F x C   

 Giả sử f(x) và g(x) đều có nguyên hàm . Khi đó với mọi , R  thì 

[ f(x)  +  g(x) ]dx =   f(x)dx +   g(x)dx 

 Nếu f(x)dx = F(x) + C thì f(u) du = F(u) + C với u = u(x). 

Ví dụ  

*)  Tính I = 1 1os5x os(5x) (5 ) sin 5
5 5

  c dx c d x x +  C  do có os u c du  =   sinu  + C 

*)   Tính  
2

2
2 2
2 ( ) ln 1

3 1
   

  
x d xdx x C

x x
  do có  ln 1

1
  


du u C

u
 

 

3.1.2.3.  Bảng các tích phân bất định cơ bản. 

 

 

1

2

2

2

1. , 1 .
1 6. cosxdx = sinx +C

12. 2 7. sinxdx = osx +C

1 13. ln 8. dx = +C
cos x

14. 9. c otgx+C
sin

15. , 0, 1 . 10. arcsinx +C = arccosx +Cln
1

x x

x
x

xx dx C

dx x C cx

dx x C tgx
x
e dx e C dx

x
aa dx C a a dxa

x


 





  


  

 

   

     





 

 

 
 

 

2
2 2 2

2
22

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

111. arctgx + C arccotgx+C
1 116. . ln1 2 212. ln

1 x17. . arcsin
1 1 x 2 2 a13. arctg

1a 18. ln
1 x 214. arcsin

a

  


      
   

     
 

  
  














dx
x bx b dx x x b x x b C

dx x x b C
ax b a x dx x a x C

dx C
dx x ax a a C

x a a x adx C
a x

 

 

Ví dụ minh họa. 

Áp dụng công thức cơ bản tính các tích phân sau: 
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1. 
7 1 13 7
6 6 6 6

3 3

( )(1 ) 6 6
13 7

x x x x x xdx dx x x dx x x C
x x

   
      

 
    

  2. 1

1 1( ) .
( ) (1 ) ( )

k
k k

dx x a dx C
x a k x a


   

     

3. 2 2
1 1 1 1 ln

2 2
dx a xdx C

a x a a x a x a a x
  

        
   

4. 2 2 2 2

1 1 cotgx
sin cos sin os

dx dx tgx C
x x x c x

      
    

 

3.1.3. Các phương pháp tính tích phân bất định.  

3.1.3.1. Phương pháp đổi biến số. 

 Đổi biến  t =   (x) với  (x) là hàm khả vi liên tục. 

Phương pháp : Giả sử ta cần tính  f x dx  

- Đổi biến   t =  (x). 

- Lấy vi phân dt =  ’(x)dx và biểu diễn  f(x)dx  theo t và dt. Giả sử  f(x)dx =  g(t)dt. 

-  Khi đó :   ( )f x dx g t dt     

 
Ví dụ 1: 

(1) I =   dxxx .132  đặt x3+1 = t => dt = 3x2 dx 

 I = CxCttdtt  33 )1(9
2

9
2.3

1  

(2) I = xdxex 12

  đặt   x2 – 1 = t  => 2xdx  =  dt 

I =  
2t t x 11 1 1e dt e C e C

2 2 2
     

(3) I = 4

sin 2
os 1

xdx
c x   đặt t =  2osc x   => dt  =  2sinxcosx  dx  = sin2x dx 

  2

dtI arctg t C
t 1

  
    

(4) I = 
12x

dx  đặt t = ln(x+ 12 x ) => dt = 
12 x

dx  

 I = dt  = t + C = ln(x + 12 x ) + C 

Công thức áp dụng 

I = 
 bx

dx
2

 =  ln   x+x 2 b  + C 

(5). Tính I =  102 31 5x x dx         (HD: Đặt t = 1 – 5x2) 
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(6) Tính 
2

4 1

x

x

e dx
e                       (HD: Đặt t = 4 1 xe ) 

 
 

 Đổi biến  x = (t)  

 Phương pháp:  

- Đặt x = (t) trong đó (t) là hàm đơn điệu, khả vi liên tục đối với t trên một 

khoảng (a, b) nào đó. Khi đó ta có hàm ngược t = (x)    

- Lấy vi phân hai vế dx = ’(t)dt. 

- Khi đó       f x dx f t ' t dt     =   G(t)  +  C 

- Thay t = (x)  ta được    f x dx G( (x)) C     

 

Ví dụ: 

(1)    22 ax
dx  (a>0)  Đặt x = a.t 

(2)  
2 2

dx
a x

 (a> 0)   Đặt x = a.sint, t  [
2,2
 ] 

(3)   dxxa 22    Đặt x = a.sint, t  [
2,2
 ] 

(4) 
2 2

dx dx
x x a   Đặt x = 

ost
a

c
 t 0, ,

2 2
 

      
   

 

 hoặc x = 
sint
a , t ,0 0,

2 2
        

   
 

(5) 
 3/ 22 2

dx

x a
    Đặt x = a.tgt, t  (

2,2
 ). 

(6) a x dx
a x

    Đặt x = a.cos2t,  t  [ 0,

2
 ] 

 
Nhận xét: 
- Sau khi đổi biến ta phải quay trở lại biến ban đầu. 

- Nếu biểu thức dưới dấu tích phân có chứa các căn thức 2 2a x  , 2 2x a  thì sử dụng 
các phép đổi biến tương ứng:  

  x = a.sint, t  [
2,2
 ]    (hay x = acost);   

 x = 
ost
a

c
, t 0, ,

2 2
        

   
 hoặc x = 

sint
a , t ,0 0,

2 2
        

   
;  
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- Nếu biểu thức dưới dấu tích phân chứa căn thức dạng   2 2a x  thì có thể  đổi biến  dạng     

x = a.tgt, t  (
2,2
 )   hoặc  x = a. sh(t)  ; ( hàm  

t t t te e e esh(t) ; ch(t)
2 2

  
   ; và 

luôn có  ch2t  -  sh2t  = 1 ,  (sht)’  = cht , (cht)’  =sht  ) 

- Nếu hàm dưới dấu tích phân là f(x)=  2, ,...,x x nxR e e e  thì có thể đổi biến t = ex.    (ở đây R 

là hàm hữu tỉ ) 
 

3.1.3.2.  Phương pháp tích phân từng phần. 

Nội dung: Giả sử u(x), v(x) là các hàm có đạm hàm liên tục thì ta có: 

udv = u.v – vdu 

Phương pháp: 

- Giả sử cần tính  f x dx  

- Chọn u = u(x) và từ đó suy ra v. Tính du và biểu diễn f(x)dx = udv. 

- Áp dụng công thức tích phân từng phần 

 

Một số trường hợp sử dụng phương pháp tích phân từng phần: 

 

Nhóm 1: gồm những tích phân mà hàm dưới dấu tích phân có chứa thừa số là một trong 

các hàm sau: lnx, arcsinx, arccosx, arctgx, (arctgx)2, (arccosx)2, ln(φ (x))…. 

Khi đó ta chọn u là một trong các hàm số đã chỉ ra còn dv là phần còn lại của biểu 

thức dưới dâu tích phân. 

 

Nhóm 2:  gồm những tích phân mà hàm dưới dấu tích phân có dạng  Pn(x)cosbx hoặc 

Pn(x)sinbx, hoặc Pn(x)eax trong đó Pn(x) là đa thức bậc n, a, b là hằng số. 

Khi đó ta đặt u = Pn(x) và dv là phần còn lại của biểu thức dưới dấu tích phân. Sau 

mỗi lầ tích phân từng phần bậc đa thức sẽ giảm đi một đơn vị. 

 

Nhóm 3: gồm những tích phân mà hàm số dưới dấu tích phân có dạng: eaxsinbx, eaxcosbx, 

sin(lnx), cos(lnx)…. 

Có thể chọn u = eax hoặc u = sinax, u = cosbx, u = sin(lnx)… Sau hai lần tích phân 

từng phần ta lại thu được tích phân ban đầu với hệ số nào đó. Đó là phương trình tuyến tính 

với ẩn là tích phân cần tìm.  
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Ví dụ 1: Tính x. arctg( x )dx  

Giải: Tích phân đã cho thuộc nhóm 1. 

Đặt u = arctg x , dv = xdx . Khi đó du = 
3
21 dx 2. , v x

x 1 32 x



.  

Do đó 

I = 
3
22 1 xx .arctg x dx

3 3 1 x


      =  
3
22 1 1x .arctg x 1 dx

3 3 1 x
 

  

       =  
3
22 1x .arctg x x ln 1 x C

3 3
     

Ví dụ 2: Tính I = 2arcos xdx  

Giải: Đặt u = arccos2x, dv = dx. Khi đó: du = 
2

2arccosx dx, v x
1-x

  . Áp dụng công thức tích 

phân từng phần ta có:  

I = 2 2

2

xarccosxx.arccos x 2 dx x.arccos x 2.J
1-x

    

Để tính tích phân J ta đặt u = arccosx, dv = 
2

xdx
1 x

. Khi đó: 

 du =  
2

2

2 2 2

dx xdx d(1 x ), v 1 x C
1 x 1 x 2 1 x


       

  
   và ta chỉ cần lấy v = - 21 x . 

Vậy J = 2 21 x arcosx - dx 1 x arcosx - x C'       

Vậy I = 2 2x.arccos x 2 1 x arccosx -2x +C'   

 

Ví dụ 3: Tính I = 2x sin 3xdx . 

Giải: Tích phân đã cho thuộc nhóm 2.  

Đặt u = x2, dv = sin3xdx. Khi đó: du = 2xdx,   v = 1 cos3x
3

 . Áp dụng công thức: 

I = 2 21 2 1 2x cos3x+ xcos3xdx x cos3x+ J
3 3 3 3

   . 

Tính J. Đặt u = x, dv = cos3x. Khi đó: du = dx, v = 1 sin3x
3

. Vậy  

I = 2 21 2 1 1 1 2 2x cos3x+ x sin 3x sin 3xdx x cos3x+ x sin 3x cos3x+C
3 3 3 3 3 9 27

        . 
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Ví dụ 4: Tính I = 2 os3xxe c dx  

 HD: Đây là tích phân thuộc nhóm 3. Đặt u = e3x hoặc u = cos3x 

 

Ví dụ 5: Tính I =  sin ln x dx               HD: Đặt u = sin(lnx) và dv = dx 

Ví dụ 6:  a) Tính I = 2sin
xdx

x  

     b) Tính   In =  2 2 n

dx
(x a )

 ;   n  N*, a > 0 

    c) Tính   2x bdx  

 Hướng dẫn giải ví dụ 6 

a) Tích phân này không thuộc bất cứ nhóm nào trong ba nhóm đã nêu. Tuy nhiên ta có thể 

tính bằng cách đặt u = x và dv = 2sin
dx

x
. Khi đó du = dx và v = -cotgx. 

b) Đặt u(x) = 2 2 n

1
(x a )

, dv = dx. Khi đó:  

       In = 2 2 n

x
(x a )

  + 2n.
2

2 2 n 1

x dx
(x a )   

= 2 2 n

x
(x a )

 + 2n 2
2 2 n 2 2 n 1

dx dxa
(x a ) (x a ) 

 
   

   

= 2 2 n

x
(x a )

+ 2n.In – 2na2. In+1 

Vậy  n 1 n2 2 2 n 2

1 x 1 2nI . I
2na (x a ) 2na


 


 

Áp dụng công thức truy hồi ta có thể tính I3 qua I2 , I2 qua I1,…với I1= 2 2
dx

x a
. 

c) Đặt u = 2 x b và dv = dx 
 

Chú ý: Đối với các tích phân dạng:  x x
nP (x)e dx, e Mcos x+Nsin x dx,     ngoài phương 

pháp tích phân từng phần, ta có thể tính dựa theo nhận xét sau: 

+)   x
nP (x)e dx có dạng x

nP (x)e dx = x
nQ (x).e C   trong đó nQ (x) là đa thức  bậc n.  

+)   xe Mcos x+Nsin x dx    có dạng 

   x xe Mcos x+Nsin x dx e Acos x+Bsin x      + C. 
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Để xác định các hệ số của đa thức Qn(x) và các hệ số A, B ta lấy đạo hàm hai vế của từng 

đẳng thức và cân bằng hệ số của đa thức, cosβx, và sin βx ở cả hai vế.  

Ví dụ 1: Tính I = 2xe cos3xdx . 

Giải:  Ta có I = 2xe cos3xdx = 2xe (Acos3x+Bsin 3x) C   

 Đạo hàm hai vế theo x:  

 2x 2x 2xe cos3x = 2.e Acos3x+Bsin3x e ( 3sin3x 3Bcos3x) C '        

 cos3x = 2 Acos3x+Bsin3x ( 3Asin 3x 3Bcos3x)      

Cân bằng hệ số của cos3x, sin3x ở hai vế, ta có hệ: 

2A2A 3B 1 13
3A 2B 0 3B

13

         


 

Vậy I = 2x 2 3e ( cos3x+ sin3x) C
13 13

 
  

Ví dụ 2: Tính I = 2 3xx .e dx  

Giải: Ta có I = 2 3xx .e dx =  2 3xax bx c e C   . Đạo hàm hai vế, ta có: 

 
   

2 3x 2 3x

3x 2

I x e [ ax bx c .e ] C'

e 3ax 3b 2a x b 3c

    

      
 

Cân bằng hệ số hai vế ta có a = 1/3, b = -2/9, c = 2/27. Vậy  

I = 2 3xx .e dx = 2 3x1 2 2x x e C
3 9 27

   
 

 

 
3.1.4.  Tích phân một số hàm số sơ cấp. 
3.1.4.1.  Tích phân các hàm phân thức hữu tỉ. 
 Định nghĩa 1:  Các phân thức hữu tỷ  cơ bản là các phân thức có dạng 

(1) 
 k

A
x a

  A, a : const, k  N* 

Khi đó k 1 k

Aln x a C   khi   k 1A dx A(x a) (x a) C   khi   k 1
1-k



  
    

  

       (2) 2

A
x px q 

  với p2 - 4q < 0 

Khi đó ta viết x2 + px + q = (x +)2 +2 với 
2
p , 

2
4 2pq 

  
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Vậy 2 2 2

A dx A xdx A arctg C
x px q (x )

 
  

         

       (3) 2

Mx N
x px q


 

 với p2 - 4q < 0 

Ta có : 2
2 2 2

Mx N M (2N Mp) 2x pdx ln(x px q) arctg C
x px q 2 4q p 4q p

  
    

   
  

   

  (4)    2 k

Ax B
(x px q)


 

 với p2 - 4q < 0,    k  N , ( k > 1) 

Đối với  Ik = 2 k

Ax B dx
(x px q)


   thì ta đổi biến t = x + 

2
p  ,   

2pa q
4

    khi đó tích 

phân được đưa về dạng  Ik =  2 2 k

dt
(t a ) .  

  Sử dụng công thức truy hồi : k k 12 2 2 k 1 2

t 1 2k 3I I
2a (k 1) (t a ) a 2k 2 


 

  
 

Với  1 2 2

dt 1 tI arctg C
t a a a

  
  

Thông thường ta chỉ xét đối với k = 2.  

 

 Định nghĩa 2:  Phân thức hữu tỉ chính quy ( tối giản) 

   Phân thức hữu tỉ )(
)(

xQ
xP

m

n  gọi là chính quy ( tối giản) nếu  n < m trong đó Pn(x) là đa 

thức bậc n, Qm(x) là đa thức bậc m.  

Ví dụ:  
322

73
23

2




xxx
xx  

Định lý : Mọi đa thức Qm(x)  đều có thể phân tích ra tích các thừa số là các đa thức  

bậc nhất và bậc hai . ( tức là các đa thức có dạng  x + a  và x2 + px + q ; p2 – 4q < 0 ) 

 

Ví dụ : 

 x2  +  4x  -  5    =   ( x – 1) ( x + 5)  

  x3   +   2x2   -   3x   - 4  =  ( x  +  1 )( x2  +  x  -  4 ) 

 2x3   -   3x2    +   x   +  6  =   2( x + 1) ( x2  -  5
2

x  +  3 ) 

 Định lý: Mọi phân thức hữu tỷ chính quy đều phân tích được thành tổng hữu hạn 

các phân thức hữu tỷ cơ bản 
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Do đó việc tính tích phân các phân thức chính quy trở về tính  tích phân các phân thức đơn 

giản  dạng (1) , (2) , (3) , (4) 

Ví dụ: 

 2 5 A
( 1)( 2) x+1 2

x Bdx dx dx
x x x


 

      

 
2

2 2

(2x x 1) A B Cdx dx dx dx
(x 1) (x 2) (x 1) (x 1) (x 2)

 
  

         

 2 2

(2x 1) A Bx Cdx dx dx
(x 1)(x 1) (x 1) x 1

 
 

       

 2 2 2 2 2

(2x 3) A Bx C Dx Edx dx dx dx
(x 1)(x 1) (x 1) x 1 (x 1)

  
  

         

 
Các hệ số A,B,C…. được xác định bằng phương pháp cân bằng hệ số các lũy thừa hai vế. 

 

 Phân thức hữu tỷ  

Là phân thức có dạng )(
)(

xQ
xP

n

n Trong đó: Pn(x) là đa thức bậc n , Qn(x) đa thức bậc m  

+ Nếu  n < m => là phân thức chính quy 

+ Nếu n > m => Thực hiện phép chia đa thức ta có : 
)(
)()()(

)(
xQ
xRxExQ

xP
n

k

n

n   , với  k < m 

Như vậy việc tính tích phân các phân thức hữu tỉ trở về việc tính tích phân các phân thức 

đơn giản. 

 
3.1.4.2.  Tích phân một số hàm vô tỉ. 

 Tích phân dạng 
1 2

1 2( , , ,... )
p

p

m m m
kk kax b ax b ax bR x dx

cx d cx d cx d
       

             ,  

   trong đó ki *
iN ,m Z  . 

Phương pháp: Gọi k = BCNN (k1, k2, … ,kp) đặt t = k
dcx
bax


 . 

Ví dụ: 

(1)   dxxx 13      đặt t = 1 x   

(2)   dxx
xx 1    đặt t = 1x   
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(3)  



dxx

x
x

3
2 1

1
)1(

1    đặt t = 3
1
1

x
x



 

(4) 
3 2 6

3( 1)
x x x dx

x x
 

   đặt t = 6 x  

 Tích phân dạng  
2ax

dx
bx c 

 hoặc 2ax bx cdx   

Phương pháp:  Hàm cbxax 2  có thể đưa về 1 trong 2 dạng sau: 

(1) 2 u   khi a > 0. 

(2) 2 2u  khi a < 0 

Khi đó hai tích phân trên trở về một trong 4 dạng tích phân sau 

 2

2

dx ln x x C
x

   


  

 
2 2

xarcsindx C
x 

 


  

2
2 2ln( )

2 2


     
x xx x x C 

   

2 2 2
2 2 xarcsin

2 2
x xx C 





     

 
Ví dụ: Tính các tích phân sau: 

1) 
 2 22 2 2

1 (2 3)
24 12 5 (2 ) 2.2 .3 3 5 3 2 3 4


 

         
  

dx dx d x
x x x x x

  =   

   =  21 ln 2x 3 4x 12x 5 C
2

      

2) 
 2 22 2

1 (2 1)
28 4 4 (2 ) 2.2 1 1 8 3 .2 1


 

          
  

dx dx d x
x x x x x

  = 

   =  1 2x 1arcsin C
2 3


  

3)  22 2 2 2 19 12 5 (3 ) 2.3 .2 2 2 5 3 2 1 (3 2)
3

              x x dx x x dx x d x

= 

=     2 21 3x 2 1 13x 2 1 ln 3x 2 3x 2 1 C
3 2 3 2


         = 

= 2 23x 2 19x 12x 5 ln 3x 2 9x 12x 5 C
6 6


         



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

55 

 

4)  
2

22 3 9 9 1 37 3 37 4 6 2 2.2 . 7 2 2
2 4 4 2 4 2 2

                           x xdx x x dx x d x

  =  
2

337 2
1 1 3 37 3 242 2 arcsin
2 2 2 4 2 2 37

2

                 

x
x x C  

=  24x 3 37 4x 37 4x 6x ar sin C
8 8 37
 

     

 

 Tích phân dạng     
2

,
ax

n
n

P x
dx P x

bx c 
  là đa thức bậc n 1. 

Phương pháp: Để tính tích phân trên ta có thể sử dụng công thức: 

    n 2
n 12 2

P x dxdx Q x ax bx c
ax bx c ax bx c

    
   

  (*) 

Trong đó Qn-1 là đa thức có bậc nhỏ hơn bậc của Pn(x) một bậc và  là hằng số chưa biết. 

  Để xác định các hệ số của Qn-1 , và   ta thực hiện như sau:  

 Lấy đạo hàm hai vế của (*), ta có: 

   

   

n 2
n 1 n 12 2 2

2
n n 1 n 1

P x 2ax+bQ ' x ax bx c Q (x).
ax bx c 2 ax bx c ax bx c

bHay P (x) Q' x . ax bx c Q (x). ax+ (**)
2

 

 


    

     
       
 

 

 Cân bằng các hệ số của x ở hai vế ta tìm được các hệ số của đa thức Qn-1 và  .Bài 

toán trở về tính tích phân dạng 2.2  

 

Ví dụ: 

1) 2

2 2

5 3 . 2 5
2 5 2 5

x dxdx a x x
x x x x


   

   
   

2)  
3 2

2 2

2 2

12 16 9 2 ax 4 4 2
4 4 2 4 4 2

x x x dxdx bx c x x
x x x x

  
     

   
    

 

 Tích phân dạng 
2( )m

dx
x ax bx c  

  

Phương pháp:  Đặt  x –   = t
1  ta đưa tích phân trên về dạng 2.3. 
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Ví dụ:  Tính 1)  
2( 3) 5 2 1

dx
x x x  

  

  2)  
2 2( 2) 2 5

dx
x x x  

  

 

 Tích phân dạng I  = 2(Ax+B) ax bx c dx   

Phương pháp:  

 + Ta có  2ax ' 2ax+bbx c    

 + Biến đổi: Ax + B =    2ax+b -b 2ax+b 
2a 2a 2a
A A AbB B     

 
 

 + Khi đó I = 2 2A Abax bx c.(2ax+b)dx B ax bx cdx
2a 2a

       
    

         =  3/22 2A 2 Ab. . ax bx c B ax bx cdx
2a 3 2a

       
    

 
 
Ví dụ: Tính các tích phân sau 

  1)   2(5 1) 4 4 5x x x dx    

  2)   2(3 2) 4 4x x xdx    

 
 
3.1.4.3. Tích phân các hàm lượng giác dạng: R(sinx, cosx)dx 
 Phương pháp chung 

Đặt t = tg
2
x  =>  

1
2
2 


t

dtdx  

                       21
2sin

t
tx


  ;   2

2

1
1cos

t
tx


  

Ví dụ: 

(1)  x
dx

sin
    đặt t = tg

2
x  =>  

1
2
2 


t

dtdx  

(2)   1cossin2 xx
dx   đặt t = tg

2
x  =>  

1
2
2 


t

dtdx  

(3)  
 dxxx

xx
1cossin2

2cossin    

 

HD: Biến đổi theo dạng:     1 1 1

2 2 2

a sin x b cos x c dx
a sin x b cos x c

 
   
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Đặt 1 1 1

2 2 2

a sin x b cos x c
a sin x b cos x c

 
 

 = A + 2 2

2 2 2

B(a cos x b sin x)
a sin x b cos x c


 

 + 
2 2 2

C
a sin x b cos x c 

 

Trong đó A, B, C xác định theo phương pháp cân bằng hệ số hai vế.  

 

 Một số trường hợp đặc biệt 

   R(sinx, cosx) là hàm lẻ đối với sinx. R(-sinx, cosx) = - R(sinx, cosx) 

Đặt t = cosx 

Ví dụ: 

(1) sinx.cos2xdx  = -t2dt = - CxCt  3
cos

3
33

 

(2) dxx
x 

sin
1cos2

  

 R(sinx,cosx là hàm lẻ đối với cosx: R(sinx,- cosx) = - R(sinx, cosx) 

Đặt t = sinx 
 
Ví dụ: 

1)  dx
x
x

2

3

sin
cos  

2)  
dx

x
xx
4sin

cos.sin
2  đặt t = sin2x + 4 > 0 => dt = 2sinxcosxdx 

 R(sinx, cosx) là hàm chẵn đối với sinx và cosx  tức R(-sinx, -cosx) = R(sinx, cosx). 
Đặt t = tgx (hoặc t = cotgx) 

Ví dụ: 

1)  dx
x
x

4

2

cos
sin                                             2)  dx

x
x

7

3

cos
sin  

 R(sinx, cosx) = sinmx. cosnx  trong đó m, n chẵn  và  m.n > 0 
Ta dùng công thức hạ bậc 

2 21 cos2x 1 cos2x 1cos x ; sin x ; cos x sinx sin 2x
2 2 2

 
    

 
Ví dụ: 

    Cxxdxxxdxxdxosxc 4222 sin32
1

8
1)4cos1(8

12sin4
1sin  

 Dạng    dxxbaxbabxdxax )sin()sin(2
1cos.sin                           

   dxxbaxbabxdxax )cos()cos(2
1sin.sin

   dxxbaxbabxdxax )cos()cos(2
1cos.cos  

Ta dùng công thức biến đổi tích thành tổng 
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BÀI TẬP :   PHẦN TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 
 

Bài 1. Dùng bảng tích phân bất định cơ bản tính các tích phân sau: 
 

2(1 )1. x dx
x x


  

22. ( )x xa b dx  

2

2

(1 )3.
(1 )

x dx
x x

  

23
4.

( )
mdx

a bx
  

2

5.
1 sin

6. ( 0)
1

dx
x

dx x
x x









 

7. 4 1
dx

x          (ĐS: 1 1 1ln arctgx + C
4 1 2

x
x





). 

8.
 

2

2 2

1 2
1

x dx
x x

 (ĐS: 1arctgx-

x
C ). 

 

9. 
2 2

4

1 1
1

x x dx
x

  


  

       (ĐS: 2arcsinx+ln x+ 1+x C  ) 

10. 
2 2

4

1 1
1

x x dx
x

  


  

(ĐS: 2 2ln 1 ln 1x x x x C      ) 

11. 
4 4

3

2x x dx
x

 
   (ĐS: 4

1ln
4

x C
x

  ) 

12. 
32 1

1

x

x dx
e


     (ĐS: 

2

1
2

x
xe e C   ) 

 

13.
22 1

2

x

x
dx

    (ĐS: 
3
2

22 2 2
ln 2 3

x
x

C
 

   
  

) 

14. 
 22 ln

dx
x x   (ĐS: 1 lnxarctg

2 2
C ) 

15. 
3 2ln x dx

x    (ĐS: 
5
33 ln

5
x ) 

16. 
2

1

x x

x
e e dx

e

   (ĐS: 2 1x xe ln e C    ) 

 

17. 
1

x

x
e dx

e     (ĐS: ln(1 + ex)+C). 

18. 2sin
2
x dx    (ĐS: 1 s inx

2 2
x C  ) 

19. 2cot g xdx   (ĐS:  - x – cotgx + C). 

20. 1 sin 2 , 0;
2

xdx x    
   

          (ĐS: -cosx + sinx  +  C 

21. osx s inxdxce     (ĐS: osxce C  ) 

22. x x. ose dxe c     (ĐS: sin xe C ) 

23. 1
1 osx

dx
c     (ĐS: 

2
xtg C ) 

 

24. 1
s inx osx

dx
c   

             (ĐS: 1 ln
2 82
xtg C   

 
) 

25. 3

1 osx
( s inx)

c dx
x

  (ĐS: 

 2
1

2 s inx
C

x
 


) 

26.
2

sin 2
1 4sin

x dx
x

  (ĐS: 21 1 4sin
2

x C   ) 

27. 
2

s inx
1-2sin

dx
x  

(ĐS: 2ln osx+ 1+cosc x C  ) 
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Bài 2.  Sử dụng phương pháp đổi biến số hãy tính các tích các tích phân sau 

 
1. sin(2 3 )x dx        

3 4 32. (1 2 )x x dx     

3.
( 1)

dx
x x      

4
4.

1
xdx
x 

    

2

sin 45.
cos 2 4

xdx
x     

3 56. x dx
x


  

37. tg xdx  

3 28. x a x dx  

15.  
2

34
4

4( 3 4 ( 1) )
211

x
x x

x

e dx I e e C
e

   


 , 

Chỉ dẫn:Đặt ex +1 = t4. 

16. 1 ln ( 2 1 ln ln ln 2 ln 1 ln 1 )
ln


      
x dx I x x x C

x x
 

17.  2arctg x . ( arctg x )
1x
dx I C

x
 

 . 

18. 3 2 3/ 22( ( 1) )
3

x x xe e dx I e C     

19. x( 2arctg e 1 )
1x

dx I C
e

  


  

20. 
x2 arcsin2( )

ln 21 4

x

x
dx I C 


  

 
2

3

2

2

2

2

4

9.
( 2)

110.
1

11. ; ( sin )

( 1)12. ; ( 1 )
(1 )

113.
1

14.
1

x
x

x

x x dx
x

x dx
x x
dx x t

x x
x dx t xe

x xe
x dx
x

dx
e











 



















 

15. 
 22 2

dx

x a
 ,  ( Đặt x = a.tgt 

21. 
 3/221

dx

x
 , ( (arcsinx) )I tg C   

HD: Đặt x = sin t, t ;
2 2
    

 
 

22. 
 3/2 22 2

1 x( sin arctg )
a

dx I C
ax a

   
 

  

      HD: Đặt x = atgt, t ;
2 2
    

 
 

23. 
 3/22

1 1( , arcsin )
ost x1

dx I C t
cx

   


  

Đặt x = 1 , 0,0
sin 2 2

t t
t

 
     ) 

24.
2 2

2 2

2 2

x( arcsin )
2 a 2

x dx a xI a x C
a x

   


  

                                 HD: Đặt x = asin t 

25. 2 2 2x a x dx HD: Đặt Đặt x = asin t 

26. a x dx
a x

 ,      

 HD: Đặt x = a.cos2t    hoặc t = a x
a x



 

27. 
3

22
x dx

x
 ,   HD: Đặt t = 22 x . 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

60 

Bài 3.  Dùng phương pháp tích phân từng phần tính các tích phân sau: 
 

2 2 3 2 3 2 21) 2) ( 2 3)cos3 3) ln 4) ( 2 1)        xx arctgxdx x x xdx x xdx x x e dx  

2 3
2 2 2

arcsin5) 6) (cos3 sin 4 ) 7) sin 8)
(1 )

 
   xx arctgxdx e x x dx x dx dx

x x x
 

2
2

3 2 2 32 2

ln( 1 ) arcsin9) 10) sin(ln ) 11) 12)
1 (1 )(1 )

 

 
   

arctgxxe x x x xdx x x dx dx
x xx

 

 
Bài 4 .Tính tích phân các hàm hữu tí sau: 

 
2

3 2

2 31)
3 3 2
x x dx

x x x
 

     
3 2

3

5 17 18 52)
( 1) ( 2)

x x x dx
x x
  
    2 2

13)
( 1)( 9)

x dx
x x


   

2 2

24)
(1 )(1 )

xdx
x x    

  25)
1 1
xdx

x x 
     

 22

(3 1)6)
1

x dx

x x




  

  
2

2 2

3 5 127)
3 1

x x dx
x x

 
    

 22

3 58)
2 2

x dx
x x



 
  

    
Bài 5. Tính tích phân các hàm lượng giác sau 

 

1)
3 5sin 3cos

dx
x x   

2

2

cos
2) sin 4sin cos

xdx
x x x  3 2

sin 23)
cos sin 1

x dx
x x   

5cos4)
sin

x dx
x    5)

3s inx+4cosx+5
dx

   
 

6)
3 os5x sin 5

dx
c x  

 
Bài 6. Tính tích phân các hàm vô tỷ  
 

 
411)

1
x dx
x


    

6

3
2)

1
x dx

x    
4

3)
1 2 1 2

dx
x x    

 14)
1

x dx
x x


   25)

(1 )
dx

x    
3 2

6)
1

dx
x x 
  

2

5 17)
4 4 2

x dx
x x



 
   

2

4 28)
9 12 3

x dx
x x
 

  
    29) 3 7 4 5x x x dx     

  210) 3 4 4 4x x xdx     
3

2

3 2 111)
4 13

x x dx
x x

 

 
  

3 2

2

4 5 3 112)
4 4

x x x dx
x x

   

 
  

  2
13.

2 4 3
dx

x x x   
   

2 2
14.)

( 1) 1
dx

x x x  
  
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3.2   Tích phân xác định 
 

3.2.1.  Định nghĩa tích phân xác định 

3.2.1.1.  Bài toán diện tích hình thang cong 

Cho hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b]. Giả sử y =  f(x) không âm trên [a,b]. Xét 

hình thang cong AabB là hình giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f(x) trên [a,b], các đường 

thẳng x = a, x = b và trục ox. 

      Ta xây dựng công thức tính diện tích hình thang cong đó. 

Chia [a,b ] thành n đoạn nhỏ tuỳ ý bởi các điểm chia: 

                 xo = a < x1 < x2 <…< xn-1 < xn = b. 

Trên mỗi đoạn nhỏ [x i-1 , x i ]  lấy điểm tuỳ ý 1,    ;    i 1 , ni i ix x      

Diện tích của hình chữ nhật có hai cạnh: 1i i ix x x     và  if( ) với   i 1 , n  là 

iii x).(fS   

Khi đó diện tích S của hình thang cong xấp xỉ bằng tổng diện tích các hình chữ nhật Si. 
n n

i i i
i 1 i 1

S S f ( ). x
 

      

Nếu số điểm chia n  sao cho max 0x i  thì  tổng 
n

i i
i 1

f ( ). x


  dần tới diện tích  

S - diện tích hình thang cong. 

Vậy  
n

i in i 1
S lim f ( ). x




    
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3.2.1.2. Định nghĩa tích phân xác định 

Cho hàm số  y = f(x) xác định trên [a,b ]. 

 Chia [a,b ] thành n đoạn nhỏ tuỳ ý bởi các điểm chia: 

a = xo < x1 < x2 <…< xn-1 < xn = b. 

 Gọi tên và độ dài đoạn  [xi-1  , xi ]  là  ix  

 Trên mỗi đoạn nhỏ [xi-1, xi]  lấy điểm tuỳ ý 1,     i 1, n   i i ix x  

Mỗi phép chia  đoạn [a, b] và cách lấy điểm i   như vậy  được  gọi là phép phân hoạch 

đoạn [a, b] 

 Lập tổng     
1

( ).      


 
n

n i i
i

I f x - In được gọi là tổng tích phân thứ n của f(x)  

Nếu   
i

nn
(max x 0)

lim I I

 

  và  không phụ thuộc phép phân hoạch [a, b]  thì  I  được gọi là tích 

phân xác định của hàm f(x) trên [a, b], ký hiệu là: 
b

a
dx)x(f  =   I 

i i

b n 1

n i in n i 0a (max x 0) (max x 0)

f (x)dx lim I lim f ( ). x


     

     

Khi đó  hàm f(x) là hàm khả tích trên [a, b]. 

[a, b]: Khoảng lấy tích phân. 

a: cận dưới. 

b: cận trên. 

x: biến lấy tích phân. 

 

Định lí: (Điều kiện khả tích) 

Mọi hàm số liên tục trên đoạn [a, b] đều khả tích trên đó 

 

Ví dụ:  Dùng định nghĩa tích phân tính 
2

1
xdx . 

Giải:  

Có f(x) = x  liên tục  [1,2]  f(x) = x khả tích trên [1,2]. Vậy tồn tại 
2

1
xdx  

Chia  đều  [1,2] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia: 

i

ix 1     i 0 , n
n

      =>  1
1

i i ix x x
n     

Chọn i ix   
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n n 1

n i i 2
i 1 i 0

i 1 1 1 2 n 1 n(n - 1)I f ( ). x 1 .  1 (1 ) (1 ) .... (1 ) 1
n n n n n n 2n



 

                       
   

Suy ra 1 3lim lim (1 )
2 2


  n nn

nI
n

       Vậy 
2
3xdx

2

1
  

 

Ví dụ       Tính 
3

2
1

1I dx
x

   

Giải : do hàm  2

1
x

 liên tục trên [1 , 3] => khả tích trên [1 , 3 ] =>  tồn tại   lim


n
n

I  => 

chọn một cách chia đoạn [1 , 3 ] và cách lấy các điểm i  thuận lợi : 

o Chia đều [1 , 3] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm      xi = 1 + 
2i
n

 => i

2x
n

   

o Chọn các điểm i  =  i 1 ix .x  => i [xi-1 , xi] 

o Lập tổng In =  
n n n

2
i 1 i 1 i 1i i 1 i i 1 i i i 1

2 1 2 1 2 1 1 1
n n x x n x x x x    

 
     

    

 

In  =  
n

i 1 i 1 i

1 1
x x 

 
 

 
  = 

0 1 1 2 n 1 n

1 1 1 1 1 1....
x x x x x x

       

 

In  =  
0

1
x

-  
n

1
x

 =   1  -  
1 2
3 3
       =>   lim


n

n
I   = 

2
3

 vậy      
3

2
1

1 2dx
x 3

  

 
Chú ý:  

 Nếu hàm  f(x) xác định trên  [a, b] và có một số hữu hạn điểm gián đoạn loại 1 trong 

[a, b] thì f(x) khả tích trên [a,b]. 

 Các hàm số sơ cấp đều khả tích trên mọi đoạn con thuộc miền xác định của nó. 

 

3.2.1.3. Tính chất của tích phân xác định. 
 

1. 
b

a

f (x)dx 0 , 

2. 
b

a

f (x)dx =
b

a

f (t)dt  

3. Với bất kì c (a, b) ta có:  
b

a
dx)x(f = 

c

a
dx)x(f + 

b

c
dx)x(f  

4. 
a

b
dx)x(f = 

b

a
dx)x(f  

5.    
b

a
dx)]x(g)x(f[ = 

b

a
dx)x(f + 

b

a
dx)x(f với , là các hằng số, f(x), g(x) là các 

hàm khả tích trên [a, b]. 
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6. Giả sử  f(x), g(x) là những hàm khả tích trên [a, b]. Nếu f(x)  g(x) với  x[a, b] 

thì 
b

a
dx)x(f  

b

a
dx)x(g  

7. Giả sử f(x) liên tục trên đoạn [a,b]. M)x(f,m)x(fmin
]b,a[


b][a,

Max     . Khi đó: 

                 m(b-a)    
b

a
dx)x(f   M(b-a) 

8. (Định lý giá trị trung bình). 

   Giả sử f(x) liên tục trên đoạn [a,b]. Khi đó tồn tại ít nhất 1 điểm  [a,b] sao cho:  


b

a
dx)x(f   =  f   (b-a) 

   
3.2.2.  Các phương pháp tính tích phân xác định 

3.2.2.1. Tích phân xác định với cận trên thay đổi 

 Định lý :   Nếu hàm f(x) liên tục trên [a , b ] thì  hàm 
x

a

(x) f (t) dt     sẽ là một 

nguyên hàm của f(x) trên [a , b ]  ( tức là (x) = f(x)     x [a , b]  ) 

 

3.2.2.2. Công thức Newton- Leibnit. 

Giả sử hàm số y = f(x) liên tục trên [a, b] và F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên 

 [a, b] thì: 
b

a
dx)x(f  = F(b) - F(a) :=   b

a
F x  

Chú ý    Điều kiện về tính liên tục của f(x) không thể thiếu trong khi áp dụng công thức 

Newton- Leibnit 

Ví dụ:  

1. Tính 


4

0
xdxcos   =  /4

0sinx   = 
2

2
 

2. Tính 
1

1

2 0
0

1 dx arctgx
1 x 4


 

  

3. Tính  
11

122 2 13

00

1 1 2 12 (2 )
26 26 26 26

        x x dx x  

4. 
11 12

2
21 11

ln( 1) 1
1 31 2 2 ( )
2 4

 

 
 

   
 

xdx x x dx
x x x
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                          =   ln 3
2

 -  
1

1

1 2x 1 ln 3 ln 3arctg
2 23 3 3 3 6 3 6 3

   
      

5.  
1

3 2 3

0

2 1 . xx x e dx   

Nhận xét:  

+ Nếu f(x) có hữu hạn điểm gián đoạn loại 1 trong đoạn lấy tích phân, khi đó áp dụng tính 

chất thứ  3  ta dẫn về tổng của các tích phân trên các đoạn nhỏ mà trên các đoạn đó hàm 

dưới dấu tích phân liên tục, nên áp dụng công thức Newton – Leibnitz cho từng tích phân. 

+ Cần phân biệt hai khái niệm: tích phân bất định là một họ hàm số,  còn tích phân xác 

định là một giá trị xác định. 

 
3.2.2.3. Phương pháp tích phân từng phần. 

Công thức: Giả sử hàm u = u(x), v = v(x) là hai hàm khả vi liên tục trên [a, b]. Khi đó: 

              
b

a
udv=   b

auv    - 
b

a
vdu       

Ví dụ:  Tính các tích phân sau: 

 1.
1/

ln
e

e

x dx ;  2. 


2

0
xdxcosx ;  3. 

3

0

arctgxdxx ;  4.
3

0

arcsin
1

x dx
x ; 

 

3.2.2.4   Phương pháp đổi biến số. 

 Phương pháp đổi biến t = )x(  

trong đó )x( thoả mãn là hàm khả vi liên tục, đơn điệu trên [a, b]. Khi đó:  

  
b

a
dx)x())x((f = 





)b(

)a(
dt)t(f  

Ví dụ. 

1. Tính: 
9

3

1

. 1x xdx  .   Đặt t= 3 x1  

2.  Tính 




2

0
dx

xcos3
1 .  Đặt t = tg

2
x  

3. Tính 
1

2
2 1

dx
x x



 
   Đặt t = 2 1x   

4. Tính 
1

15 8

0

. 1 3x x dx  Đặt t = 81 3x  

5. Tính 
 

3/4

2
0 1 1

dx
x x 

  Đặt t = 1
1x 

. 
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Chú ý :    

Điều kiện đơn điệu của hàm f(x) là không thể thiếu trong phương pháp đổi biến  t = )x(  

Ví dụ :  Tính  
2

2

4

I cosx sin xdx




    

 Nếu đặt  t = cosx  ( không thỏa mãn tính đơn điệu trên   ,
4 2
  
  

  và khi đó  

00
2 2 3

11
22

1 1 1 1I t 1 t dt (1 t )
3 3 6 2

         ( kết quả không đúng ) 

 Nếu đặt t = sinx  -  thỏa mãn tính đơn điệu trên  ,
4 2
  
  

 khi đó  

112
2 2 3

11
4 22

1I cosx sin xdx t dt t
3



 

     =   1 1 1
3 6 2
    ( kết quả đúng ) 

 Phương pháp đổi biến x = )t(   

Xét phép đổi biến x = )t(  trong đó )t( là hàm thỏa mãn các điều kiện 

+ )t( có đạo hàm liên tục trên [, ] với 







b)(
a)(

 

+ Khi t biến thiên trên [α , β ] thì x biến thiên trên [a, b]. 

Khi đó: 
b

a
dx)x(f = 






)b(

)a(
dt)t())t((f   

 
 

Ví dụ 1: Tính các tích phân sau :  

1)   
4

2

0

4 x dx  .  Đổi biến x = 2sint 2)   
 

1

3/ 220 1

dx

x
 .  Đặt x = tgt 

 
Ví dụ 2 : Chứng minh rằng : 

 a)   Nếu f(x) liên tục trên [a, b]  và nếu : 

    f(x) là hàm số chẵn thì    
0

2
a a

a

f x dx f x dx


    

    f(x) là hàm số lẻ thì    0
a

a

f x dx


  

b)  Nếu f(x) là hàm số tuần hoàn chu kì T > 0 thì    
0

a T T

a

f x dx f x dx


   
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3.2.3.  Ứng dụng của tích phân xác định.  

3.2.3.1. Tính diện tích hình phẳng. 

*) Diện tích hình thang cong. 

   Hình thang cong giới hạn bởi các đường 

   x = a,  x = b, (a < b)   

    y = 0, y = f(x) với f(x) là hàm liên tục  trên [a,b]  

 khi đó hình thang cong   có diện tích tính bởi công thức: 

                      S = 
b

a
dx)x(f  

 

* Diện tích hình phẳng: 

- Hình phẳng giới hạn bởi các đường: 

 x = a, x = b  với a < b 

y = f1(x);  y = f2(x)  với f1(x), f2(x) là những hàm liên tục trên [a,b]  

khi đó hình phẳng sẽ có diện tích S được tính bởi công thức: 

    S =  
b

a
21 dx)x(f)x(f    

Ví dụ: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi: 

1)  







x3y
4x3x2y 2

 2) 







2xx2y
0yx

     3)   
2

2

y 8x (1)
x 4y (2)
 



  

4)   y = ln x , y = 0, x = 
e
1 , x = e  5)  y =  -3x2 +12x - 9,  y = 2x2 - 8x + 6  

 

Giải 1): 

Xác định hoành độ giao điểm hai đường cong trên chính là các giá trị cận trên , dưới 

trong công thức tính diện tích hình phẳng .  

Có   2x2 - 3x + 4 = 3x <=>  2x2 - 6x + 4  = 0 

 => x1 = 1  và   x2  =  2  => diện tich hình phẳng là 

 
2 2

2 2

1 1

2
3 2

1

S 2x 6x 4 dx 2x 6x 4 dx

2 x 3x 4x
3

      

      

 
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Giải 3) 

Xác định tọa độ giao điểm hai đường cong trên qua việc giải hệ phương trình : 

 
2

2

y 8x (1)

x 4y (2)

 



  => lấy p.t (2)  thay  vào p.t. (1) => 

x 4 = 16 . 8 x  =>  các hoành độ giao điểm   x1  = 0 và  x2 =  34 2    

=>  có các giao điểm  M1(0 , 0)  và  M2( 34 2 , 34 4 )   

Từ hệ 
2

2

y 8x (1)

x 4y (2)

 



    

 mà  biến  x trong khoảng  [0 , 34 2 ] ,    và  biến y trong khoảng [0 , 34 4 ]   

do đó từ    y2 = 8x => y = 8x   và  x2  =  4y  =>   
2xy

4
  

áp dụng công thức tính diện tích của hình phẳng : 

3 3 4 2
34 2 2 4 2 2

32

0 0 0

x x 2 8 1S 8x dx 8x dx x x
4 4 3 12

  
        

   
      

 =  
3

3 3 44 2 1 32 2(4. 2) (4. 2) 2 1
3 12 3

 
   

 
   ( đvdt) 

   
Chú ý :  

Có thể tính diện tích hình  phẳng lấy tích phân theo biến y : 

p.t đường cong (1)   x = y2 / 8  , do x trong khoảng [0 , 34 2 ]  nên p. t đường cong 

(2) là   x =  2 y  

=> công thức tính d.t hình phẳng : 
34 4 2

4

yS 2 y dy
8

   
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3.2.3.2.  Thể tích vật thể tròn xoay 

 Một vật thể tròn xoay tạo  ra  khi  quay xung quanh trục ox  hình thang cong được giới 

hạn bởi các đường      x = a,     x = b  ; ( a < b )  ;    y = f(x),     y = 0  

Khi đó thể tích của nó được tính bởi công thức: 

V= 
b

a

2 dx)x(f  

 Tương tự: 

Một vật thể tròn xoay tạo  ra  khi  quay xung quanh trục oy  một hình thang cong được 

giới hạn bởi các đường  x = g(y), x = 0,  y = a, y = b  ( a < b) 

Khi đó thể tích của nó được tính bởi công thức: 

V=
b

2

a

g (y)dy . 

 Vật thể tròn xoay được tạo bởi khi quay quanh Ox hình phẳng giới hạn bởi các đường 

y = f1(x),   y = f2(x),   (0 ≤   f1(x)   ≤   f2(x)), 

 x = a, x = b được tính bởi công thức:  

V= 2 2
2 1[ ( ) ( )]

b

a

f x f x dx   

Ví dụ 1:  

Tính thể tích vật thể tròn xoay khi quay quanh Ox   hình phẳng giới hạn bởi: 

 y = 3x,  y = 3,   x = 0 

 

 

Có thể tích của vật tròn xoay :  
1

2 2x

0

V 3 3 dx    

 y =  x2 -  4x + 3, y = 0, x = 0. 

     

 

Có thể tích của vật tròn xoay : 

 
3

22

0

V x 4x 3 dx     

 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

70 

 y = x2 - 6x + 8,       y = 0. 

 y = 2x – x2,           y = 0  

 2; 12 4 ; 0 ; 0    y x y x y x  

 29 ; 9 2 18 0    y x x y  

3.2.3.3.  Độ dài đường cong 

-  Giả sử cung đường cong AB có phương trình  y = f(x) với f(x) liên tục và có đạo hàm 

liên tục trên đoạn [a,b].  Khi đó độ dài cung AB là: 

  LAB =  
b

a

2 dx)x(f1 . 

- Giả sử cung đường cong AB có phương trình dạng tham số 
 
 

 , ,
x x t

t
y y t

 
  


 .  

Khi đó độ dài đường cong AB là:       LAB =     22'( ) 'x t y t dx




 . 

Chú ý :  Có vi phân cung 2 2 ds dx dy  

 

Có   s  =     2 2x y     =>  

2 2ds dx dy   

do vậy 

 Nếu  đường cong cho bởi phương trình tham số => 

    ds  =      22x '(t) y ' t  dt 

 Nếu đường cong cho bởi phương trình:   y = f(x)  - (  khi đó coi như dạng tham số : 

   x = t ; y = f(t) )  => ds =     2
1 y ' x dx    

 Do đó độ dài của cung AB là   LAB =  
AB

ds   => LAB =     22x '(t) y ' t dx




 . 

Ví dụ : Tính độ dài dây cung cong của đường cong sinh bởi các đường: 

a)   xy e ; 0 x 1.     b)  
x

x

e 1 1y ln , 0 x .
e 1 2


  


 

c)  21 1x y y , 1 y e
4 2

     d)  3 3x a.cos t ; y sin t, a 0, 0 t 2       
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3.2.3.4.  Diện tích xung quanh của mặt tròn xoay. 

- Xét mặt tròn xoay sinh ra do cung đồ thị hàm số y  = f(x), x[a,b] quay xung quanh 

trục ox trong đó f(x) là h/s liên tục và có đạo hàm liên tục trên [a,b].  Khi đó diện tích 

xung quanh của mặt tròn xoay là: 

S =  
b

a

2 dx)x(f1)x(f2  

 - Tương tự, diện tích mặt tròn xoay sinh ra do cung đồ thị hàm số x = φ(y), y [c,d] 

quay quanh trục Oy là: 

S= 22 ( ) 1 ' ( )
b

a

y y dy    

 
Ví dụ 1: Tính diện tích xung quanh của vật thể tròn xoay sinh bởi đường  

y = sinx, 0  x      khi quay quanh trục Ox. 

 Giải    

 Có  
2

2

0 0

1 cos2xV sin x dx dx
2 2

   
         ( đvtt) 

 

Ví dụ 2 

 Tính diện tích xung quanh của vật thể tròn xoay sinh bởi đường 21 1 ln , 1
4 2

x y y y e      

khi quay quanh Oy 

 Giải  

Có 
2e e

2 4 2 2

1 1

1 1 1 1 1V y ln y dy y ln y y ln y dy
4 2 16 4 4
                   

e
5 2 3 3 5 3

1

y yln y yln y y y ln y y e 1 e e 19
80 4 2 2 12 36 80 4 18 36
                            

(đvtt) 
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3.3. Tích phân suy rộng với cận vô hạn.(Tích phân suy rộng loại 1) 

3.3.1. Định nghĩa. 

a. Khoảng lấy tích phân là [a, +  ) 

Giả sử hàm số f(x)  khả tích trên mọi đoạn hữu hạn [a,b],(a < b) 

 Nếu tồn tại  


b

ab
dx)x(flim  hữu hạn thì giới hạn đó gọi là tích phân suy rộng loại 

1 của hàm số f(x) trong khoảng [a,+) và ký hiệu là 


a
dx)x(f .  

 Khi đó 


a
dx)x(f   được gọi là  hội tụ và      



a
dx)x(f = 



b

ab
dx)x(flim . 

 Nếu không tồn tại  


b

ab
dx)x(flim  hữu hạn  thì   



a
dx)x(f  được gọi là phân kỳ. 

 
b. Khoảng lấy tích phân là ( - , a] 

      Tương tự:  


a
dx)x(f = 



a

bb
dx)x(flim  

c. Khoảng lấy tích phân là ( - ,  + ) 

         




dx)x(f = 


a
dx)x(f + 



a
dx)x(f (aR) 






dx)x(f hội tụ  khi và chỉ khi cả 2 tích phân suy rộng ở vế phải đều hội tụ. 

Chú ý :  

- Tích phân suy rộng là giới hạn của tích phân xác định hiểu theo nghĩa thông thường 

khi cho cận lấy tích phân dần tới vô cùng. Do vậy muốn tính tích phân suy rộng ta có 

thể dùng công thức Newton – Leibnitz  để tính, sau đó cho cận lấy tích phân dần tới vô 

cùng. 

Công thức Newton – Leibnitz  cho tích phân suy rộng: 

       
b

b

a ab b b
a a

f (x)dx lim f (x)dx lim F x lim F b F a : F x




  
       

Tương tự:  

     
a

a

b
f (x)dx F a lim F b : F x




    

     f (x)dx F F : F x







      

- Đối với tích phân suy rộng ta cũng có thể thực hiện phép đổi biến số và qui tắc tích 

phân từng phần. 
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Ví dụ1: 

1) x x

0
0

e dx e e 1


        1  Hội tụ 

2) 
1

1

dx ln x
x


 = +  Phân kỳ. 

3) 
1 1

b
1 1

dx b 1 b 1lim
x 1 1 1 1

  

 

 
         

 ; 

+) Nếu   1 thì 



1 x

dx = +  Phân kỳ. 

+) Nếu   > 1 thì 



1 x

dx =
1

1


  Hội tụ. 

Vậy 



1 x

dx hội tụ nếu    > 1 và phân kỳ nếu    1. 

 

Ví dụ 2: Tính : 





2
2 2xx

dx
I  

Giải: 

Ta có )
b

b
ln(lim

x

x
ln

)x)(x(

dx
I

b 


























   .lnln I 2

3
24

3
1

  

 

Ví dụ 3: Tính I =  2 3

1

3 1 xx e dx


 . (HD: Tích phân từng phần hai lần) 

Ví dụ 4: Tính I = 
2

1

1
3

dx
x x




  (HD: Đặt t = 2 3x  ) 

 
Chú ý: Một số tích phân suy rộng sau khi đổi biến số trở thành tích phân xác định  

Ví dụ 5: Tính  





0 2
3

21
dx

)x(

arctgx
I  

Giải: Đặt arctgx = z ta có 














 )zcoszsinz(zdzcoszI  

Ví dụ 6: Tính: 





1
1051 xxx

dx
I  

Giải:   Đặt t = 5

1
x

. Khi x = 1 thì t = 1, khi x   thì t 0 .Vậy ta có 

         
005

2

2 2
1 1 1

5 5

1d
1 1 dt 1 1xI ln t t t 1
5 5 5 2t t 11 1 1

x x


 
 
          

        
   

  =   
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1 2 2 1 2ln ln ln 1
5 3 53 2 3 3
            

 

 
 

3.3.2. Tính chất của tích phân suy rộng loại 1 

 TC 1:  Nếu 


a
dx)x(f hội tụ thì )x(flim

x 
 = 0  

Nhận xét:  Nếu  không thỏa mãn điều kiện )x(flim
x 

 = 0  thì 


a
dx)x(f phân kỳ. 

Ví dụ: 

   





1
dx

2x3
1x2    phân kỳ vì   0

3
2

2x3
1x2lim

x






 

 
1

sin x dx


   phân kỳ vì không tồn tại 
x
lim s inx


 

  
 
TC 2:   Nếu f(x) khả tích trên đoạn [a , a'] thì  sự hội tụ hay phân kì của các tích 

phân 


a
dx)x(f  và 

a '

f (x)dx


    (với a’ > a)  là như nhau. 

 
 TC3:   

 Nếu 


a
dx)x(f ,

a

g(x)dx


  hội tụ thì    
a

m.f (x) n.g(x) dx


   hội tụ  

và  
a

m.f (x) n.g(x) dx


   =   m. 


a
dx)x(f + n.

a

g(x)dx


  

 Nếu trong hai tích phân 


a
dx)x(f , 

a

g(x)dx


 có một tích phân hội tụ, một tích phân 

phân kì thì  
a

f (x) g(x) dx


  phân kì. 

 

3.3.3. Ý nghĩa hình học của tích phân suy rộng 

Nếu 


a
dx)x(f hội tụ thì trị số của nó là diện tích của hình thang cong vô hạn được giới 

hạn bởi y = f(x), y = 0, x = a 
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3.3.4. Các tiêu chuẩn so sánh. 

3.3.4.1.Tiêu chuẩn 1:  

 Giả sử  hai hàm số f(x), g(x) xác định trên [a,+), khả tích trên mọi đoạn hữu hạn 

[a,b] và thoả mãn: 0   f(x)   g(x)  x  a. Khi đó: 

    +) Nếu 


a
dx)x(g  hội tụ thì 



a
dx)x(f hội tụ. 

   +) Nếu 


a
dx)x(f  phân kỳ thì 



a
dx)x(g phân kỳ. 

Ví dụ. 

1. 


1
3 xlnx

dx  hội tụ vì . 3 3

1 1 , 1
ln

x
x x x

  


và 3
1

dx
x



  hội tụ. 

2. 
1

ln xdx
x



  phân kỳ vì lnx > 1  x  3 nên ln 1x
x x
 và 

1

dx
x



 là phân kì. 

3. 2
1

ln xdx
x



  hội tụ . 

 
HD:  Sử dụng bất đẳng thức 0    cho trước ta luôn có lnx <  xα  với x có giá trị đủ lớn. 

 Chọn   α = 1
2

, ta có lnx < x1/2  nên 2 3/2

ln x 1 3, 1
x x 2

  . Vậy tích phân hội tụ. 

 

3.3.4.2.  Tiêu chuẩn 2:  

 Giả sử f(x), g(x) xác định trên [a,+), khả tích trên mọi đoạn hữu hạn [a,b] và thoả 

mãn f(x)  0,  g(x)  0  x  a.   Nếu k
)x(g
)x(flim

x



(0 < k < ) thì sự hội tụ phân kỳ của 

các tích phân suy rộng 


a
dx)x(f , 



a
dx)x(g  là như nhau. 

Hệ quả:  khi k = 1 thì f(x)  g(x) trong quá trình x   thì sự hội tụ,  phân kỳ của các 

tích phân suy rộng 


a
dx)x(f , 



a
dx)x(g  là như nhau. 

 
Qui tắc thực hành:  

 Nếu f(x)  và 1 ( 0)
x

  là hai VCB cùng bậc trong quá trình x   thì 


a
dx)x(f hội tụ 

với 1  và phân kì với  1 . 

Ví dụ: 

 Xét tính hội tụ của tích phân suy rộng sau 



  xx

dx  
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Giải: Khi x → + , ta có 












   xx

~
xx

 

Vì  







x

dx  hội tụ nên theo dấu hiệu so sánh 1 tích phân 



  xx

dx  hội tụ. 

 Xét sự hội tụ  hay phân kì của tích phân sau: 








dx

x

x  

Giải: Ta có 


 



xkhi(
x

~
x

x   

Vì  


 x

dx  phân kì nên 








dx

x

x  phân kì 

Chú ý: Thường dùng 



1 x

dx để so sánh với các tích phân cần xét 

 
3.3.5.   Hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ . 

Định lý:  

 Nếu 


a
dx)x(f hội tụ thì 



a
dx)x(f hội tụ và ta nói 



a
dx)x(f hội tụ tuyệt đối. 

 Nếu 


a
dx)x(f  hội tụ mà 



a
dx)x(f phân kỳ thì ta nói 



a
dx)x(f bán hội tụ. 

 

Ví dụ:    


1
2

dx
1x

xcos hội tụ tuyệt đối  vì 2 2

cos 1 ,
1
x x

x x
 


 nên 2

1

cos
1
x dx

x



 hội tụ. 

 
 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

77 

BÀI TẬP:   TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
 

Bài 1: Tính các tích phân sau bằng phương pháp đổi biến: 

 35 ln3 3 2

2 2
0 ln 2 1 0

1
1. 2. 3. 4.

2 osx1 3 4



  
   x x

xxdx dx dxdx
e e cx x x



 

   

1 2 ln 2 7 3 4

4 2230 0 13

1 ln5. 6. 1 7. 8.
1 1




 
   

e
xx dx x dx xe dx dx

xx x
 

3 3 4
2 2 6 7

3 0 0 0

9. 9 10. 11. sin 12. os 2 .
6 2


   
x xx x dx dx dx c xdx

x




 

ln5 5 3
5 2

2
0 0 1

113. 14. 1 15.
3 5 1
 

  
  

x x

x

e e dxdx x x dx
e x x x

 

 

Đáp số và chỉ dẫn: 

1 2 3 4 5

3ln 7 124; ; 1, ( 2sin ); ; ;
2 242 3 3 3

      I I I x t I I   

 2 4
6 7 8 9

4 81; 3,( 1); 0,8 2 2 1 , 1 ln ; ( 3 ost);
2 8


         I I t x I t x I x c   

2
10 11 12

3( 2) 5 8,( 6sin ); ,( 2 ); ;
2 16 35


    I x t I x t I   

 
Bài 2: Tính các tích phân sau bằng phương pháp tích phân từng phần:  
 

1

0

1) (2 1)  xx e dx
2

2
2

1

2) ( 3 )log x x xdx   
1

3

1

3) . .

 x arctgx dx   

2

0

4) cos xe xdx


 

1
3 3

0

5. (2 3)   xx x e dx  
0

6. s inxdx xe


   
1

0

arcsinx7
1+x dx   

1

0

arctgx dx8.
1+x  

2
3

0

9. sin 2 xe xdx



 3

0

10. s inx x dx


 
ln5

0

111.
3



x x

x

e e dx
e

  
5

5 2

0

12. 1 x x dx  

 
 
Bài 3: Tính các tích phân suy rộng sau 

 

1.
 22

2

1 2
1 1

  
    

 dx
x x

 4.
2

1 1



 


dx
x x x

 7. 2
3

2 5
3 10

 
 

x dx
x x

 

2. 2 2( 4 8)



  
dx

x x
 5. 2

1

arctgx
x



 dx  8.  3 2 3

0

2 4 6


  xx x x e dx  
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3.
 32

2 1






xdx
x

 6. 22 5 7



  
dx

x x
 9.

1 1




dx

x x
 

10.    2 21 . 4



  
dx

x x
 11. 

 2
0

arctgx
1+x



 dx  12.  
2

0 1




dx

x x
 

 
 
Bài 4: Khảo sát sự hội tụ hay phân kì của các tích phân suy rộng sau: 
 

1. 
2

43
1

sin 3
1




x dx

x
  2. 2 2

1 4

0

   
 

 
 x xe e dx    3.   

1

ln 1 


x
dx

x
 

 

4. 
2

93
1

3 1
ln

 


x dx

x x
  5. 2

0

1 xarctg
2+x



 dx
x

  6.  
2

1

ln 1 


x
dx

x
 

7. 3
1 s inx




xdx

x
  8. 

0

5 7os os
x x

   
  c c dx   9. 

2

3 2
1

ln
3 5 1



 


x dx
x x

 

 

10. 
155

0 3 2 1



 


xdx
x x

        11. 
1

3

1

1 1
1

  
   

 xe dx
x

  12. 3
1

ln
3




x x dx
x

 

 

13. 
2

0

2 1
1 5

 
 

x dx
x x

 14. 2
1

1ln 1

1


  
 


x
x dx

x
   15. 

5
1




 x

x dx
x e

 

 

16. 2

1

1ln 1
   

  tg dx
x

 17.
2

2 2
1

1ln .
  

  


x x tg dx
x x x

   18.
 

2
1

2
3ln

 


x x

dx
x x

 

 

19. 
34

1 1






dx
x

  20.
2

10 9
0

arctg 4
5 2






x dx
x x

         21. 
2

8 3
0

3 2
7

 

 


x dx
x x x

 

22. 
2

3
0

os 2
3






c x dx
x x

             23. 
4 53

0

ln(2 )
3

 




x dx
x x
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  CHƯƠNG 4 

MA TRẬN – ĐỊNH THỨC – HỆ PHƯƠNG TRÌNH  ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 

 

4.1.  Ma trận và các khái niệm 

4.1.1 Định nghĩa  ma trận:   

 Ma trận là một bảng  hình chữ nhật, trên đó sắp xếp các phần tử  ( là các số thực) theo 

các hàng và các cột. Ma trận thường được ký hiệu bằng các chữ cái : A , B , …, X, Y, 

… ; còn các phần tử thường được  ký hiệu bằng các chữ thường : a , b , …, x , y , ….  

 Giả sử ma trận có m hàng, n cột, khi đó để chỉ phần tử hàng i (từ trên xuống), cột j ( từ 

trái qua phải) ta ký hiệu : aij – chỉ số hàng trước, chỉ số hàng sau. Các phần tử của ma 

trận được nằm trong dấu [   ] , hoặc (   ) , hoặc ||     || , nó có dạng : 

 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m 2 mn m n

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a


 
 
 
 
 
 

 ; 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m 2 mn m n

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...
a a ... a



 
 
 
 
 
 

; 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m 2 mn m n

a a ... a
a a ... a

A
...
a a ... a



  

 Ma trận có m hàng và n cột thì  cỡ  của  ma trận   là  m n ,   

 ija  là phần tử của ma trận A nằm ở giao điểm của hàng i cột j,  

Ký hiệu:  ij m n
A a


 , ij m n

A a


    . 

 Khi m = n  (số hàng bằng số cột) thì A gọi là  ma trận vuông cấp n. 

Ví dụ 

 




















6426
2112
1321

A  là ma trận cỡ 43 , 111 a , 224 a … 

 

3 3

1 3 1
B 7 1 8

2 0 0


 
    
 
 

là ma trận cỡ 3 x 3 (ma trận vuông cấp 3). 

4.1.2  Các khái niệm liên quan đến  ma trận 

1) Đường chéo chính. 

Cho ma trận  A vuông cấp n. Khi đó các phần tử a11, a22,…, ann nằm trên một đường 

thẳng gọi là đường chéo chính của A, các phần tử  a11, a22,…, ann gọi là các phần tử chéo.   
( chú ý : khái niệm về đường chéo chính chỉ có trong ma trận vuông)                                              
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2) Ma trận tam giác.      Cho ma trận A vuông cấp n. 

+) Ma trận tam giác trên:  Nếu A có các phần tử phía dưới đường chéo chính đều 

bằng 0 (Tức là: aij = 0 với  mọi i > j). 

11 12 1

22 2

...
0 ...
... ... ... ...
0 0 ...

n

n

nn n x n

a a a
a a

A

a

 
 
 
 
 
 

 

+) Ma trận tam giác dưới:  Nếu A có các phần tử phía trên đường chéo chính đều 

bằng 0( tức là: aij = 0 với mọi i < j). 

11

21 22

1 2

0 ... 0
... 0

... ... ... ...
...n n nn n x n

a
a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

3) Ma trận chéo. 

Ma trận vuông A có các phần tử ngoài đường chéo chính đều bằng 0 gọi là ma trận 

chéo. 

11

22

0 ... 0
0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... nn n x n

a
a

A

a

 
 
 
 
 
 

 

Ma trận chéo vừa là ma trận tam giác trên vừa là ma trận tam giác dưới. 

4) Ma trận đơn vị. 

Ma trận đơn vị là ma trận chéo có các phần tử trên đường chéo chính đều bằng 1. 

Ký hiệu là In  (hoặc En) là ma trận đơn vị cấp n. 

n

n n

1 0 ... 0
0 1 ... 0

I
... ... ... ...
0 0 ... 1



 
 
 
 
 
 

 

 

 

Ví dụ.   2
2 2

1 0
I

0 1


 
  
 

  ma trận đơn vị cấp 2 ; 3

3 3

1 0 0
I 0 1 0

0 0 1


 
   
 
 

 ma trận đơn vị cấp 3 
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5) Ma trận đối xứng. 

Ma trận A vuông cấp n gọi là ma trận đối xứng nếu ij , , 1,jia a i j n    ( các cặp 

phần tử đối xứng qua đường chéo chính thì bằng nhau). 

Ví dụ.  

1 3 5
3 1 0
5 0 4

A
 

   
  

 là ma trận đối xứng  

 

1 1 5 6
4 2 0 1
5 0 0 2
6 1 2 0

B

 
  
 
 
 

 không đối xứng vì a12 = 1  a21 = 4, a14 = -6  a41 = 6. 

6. Ma trận không. 

Là ma trận có tất cả các phần tử đều bằng 0, ký hiệu: O hoặc . 

Như vậy, cỡ hay cấp của ma trận không tuỳ thuộc vào các phép toán cụ thể. 

Ví dụ. Các ma trận sau đều là ma trận không:  

2 3
3 3

0 0 0
0 0 0

; 0 0 0
0 0 0

0 0 0


 
           

 

7. Ma trận con. 

Cho A là ma trận cỡ m n . Ma trận B gọi là ma trận con của A nếu B có được từ 

A bằng cách bỏ đi một số hàng, một số cột. 

       Ví dụ.   Cho ma trận 

3 4

3    2    -2     4
A 3    1       1      2

2    1       1      3


 
   
  

 

       - Bỏ đi dòng 3, cột 3 và 4, ta được ma trận  











1     3

2     3
2M  -  là ma trận con cấp 2. 

       - Bỏ dòng 1, ta được ma trận 

3
2 4

3 1 1 2
2 1 1 3

M


 
  
 

 - ma trận con cỡ 2x4. 

8. Ma trận chuyển vị. 

Cho A là ma trận cỡ nm . Ma trận chuyển vị của A là ma trận cỡ n x m có được từ 

A bằng cách chuyển hàng thành cột, chuyển cột thành hàng, ký hiệu AT. 
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11 12 1n 11 21 m1

21 22 2n 12 22 m2T

m1 m2 mn 1n 2n mnm n n m

a a ... a a a ... a
a a ... a a a ... a

A A
... ... ... ... ... ... ... ...

a a ... a a a ... a
 

   
   
     
   
   
   

 

Nhận xét. A là ma trận đối xứng khi và chỉ khi A = AT. 

 

Ví dụ.  

          1.         
1     3     5

A 2    4     6
1    -1     1

 
   
  

  T
1     2     1

A 3     4   -1
5     6     1

 
   
  

 

          2.      
2 3

1     2     -1
A

2 1 3


 
    

  T

3 2

1 -2
A 2 1

-1 -3


 
   
  

 

 

9)    Ma trận hàng. Là ma trận chỉ có một hàng     A = [a1 a2 ..... an]1 n  

 

  

10)  Ma trận cột.  Là ma trận chỉ có một cột. 

 

1

2

m m 1

b
b

B  
.
.b 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

4.2.  Các phép toán trên ma trận. 

4.2.1. Phép bằng nhau. Hai ma trận gọi là bằng nhau nếu chúng cùng cỡ và các phần tử 

tương ứng ở cùng vị trí thì bằng nhau. 

4.2.2. Phép cộng hai ma trận cùng cỡ. 

4.2.2.1 Định nghĩa.  

Cho A và B là hai ma trận cùng cỡ m n ,  A = (aij)m × n, B = (bij)m × n . Tổng của hai ma 

trận A và B là ma trận cùng cỡ C = (cij)m ×  ntrong đó ij ij ijc a b , i 1,m, j 1,n    .  

Ký hiệu:  ij ij m n
A B a b


   . 

Như vậy, nếu  
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



















mn2m1m

n22221

n11211

a...aa
...

a...aa
a...aa

A , 





















mn2m1m

n22221

n11211

b...bb
...

b...bb
b...bb

B  

Khi đó ta có 

11 11 12 12 1n 1n

21 21 22 22 2n 2n
ij ij m n

m1 m1 m 2 m 2 mn mn

a b a b ... a b
a b a b ... a b

A B [a b ]
...

a b a b ... a b



   
       
 
    

 

 

Cộng hai ma trận cùng cỡ :  ta cộng các phần tử ở vị trí tương ứng với nhau 

 

Ma trận đối: Nếu A + B = [0] thì B gọi là ma trận đối của A và ngược lại. 

Ký hiệu ma trận đối của A là –A 

 

Ví dụ 1. 

3 3 3 3 3 3

1 1 3 1 3 3 2 4 0
2 3 0 0 1 0 2 2 0
3 2 2 2 2 1 1 4 1

  

     
             
            

 

      Ví dụ 2.        
2 3

1     3      5
A

2   -1      1


 
  
 

              
2 3

-1     1     1
B

 2     1     1


 
  
 

 

Suy ra:   C = A + B = 







2      0     4

6      4     0  

               D = A – B = A + (-B) = 
2     2      4
0     -2     0 
 
 
 

 

4.2.2.2 Tính chất.  

Giả sử A, B, C là các ma trận cùng cỡ. Khi đó: 

1) A + B = B + A 

2) (A + B) + C = A + (B + C) 

3) A +   =   + A = A 

4) A + (-A) = (-A) + A =     

 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

84 

4.2.3. Phép nhân ma trận với số thực. 

4.2.3.1 Định nghĩa  

Cho ij m n
A a


    và số thực k. Khi đó, tích của số thực k với ma trận A là một ma trận 

cùng cỡ đuợc xác định bởi:  

ij m n
kA ka


     

(Tức là: muốn thực hiện phép nhân ma trận với một số k, ta nhân tất cả các phần tử 

của ma trận với k.) 

Ví dụ:  

 
2 2 2 2

3 2 6 4
2.

1 2 2 4
 

   
       

 

 

4 2 4 2 4 2

1 1 3 4 9 11
2 3 1 3 8 15

3 2
5 2 0 1 15 8
0 4 0 0 0 12

  

     
             
     
     
     

 

 

4.2.3.2 Tính chất 

Giả sử A, B là các ma trận cùng cỡ và k, l là các số thực bất kì. Khi đó:  

- k (A + B ) = k A + k B  

- ( k + l) A = kA + lA 

- k( lA ) = kl (A ) 

- 1A = A  

- 0 A =   

 

4.2.4. Phép nhân hai ma trận. 

4.2.4.1 Định nghĩa 

Cho hai ma trận  ij m p
A a


 ,  ij p n

B b


 ( số cột của ma trận A bằng số hàng của 

ma trận B). Khi đó, tích của hai ma trận A và B là ma trận  ¹i m n
C c


 trong đó:  

p

ij ik kj i1 1 j 12 2 j 13 3 j ip pj
k 1

c a b a b a b a b .... a b


       
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Ví dụ 1.          1 11 3 1 1

3 1

2
1 3 1 . 3 1.2 3.3 1.9 13 13

9




 
        
  

x
 

Ví dụ 2. 

11

212 3 2 12 1
3 1

2
c 1.2 3.3 1.9 131 3 1 13

. 3
c 2.2 2.3 0.9 22 2 0 2

9 


                           

 

  

Ví dụ 3.    Tính AB với  
2 2 2 3

1 3 2 0 3
,

2 1 1 1 4
 

   
        

A B  

Giả sử  11 12 13
ij 2 3

21 22 23

c c c
AB (c )

c c c

 
   

 
, ta có 

c11 = 1.2 + 3.1 = 5,      c12 = 1.0 + 3.(-1) = -3,  

c13 = 1.(-3) + 3.4 = 9,     c21 = 2.2 + (-1).1 = 3, 

c22 = 2.0 + (-1)(-1) = 1,     c23 = 2.(-3) + (-1).4 = -10 

 

Vậy  

































1013
935

411
302

12
31

AB  

 

Ví dụ 4. Tính   

3 3 3 3

1 2 1 2 0 2
AB 2 1 2 . 4 1 3

3 0 0 1 0 0
 

   
        
      

 

Giải.  

 
       

3 3

1 2 1 2 0 2
2 1 2 4 1 3
3 0 0 1 0 0

1.2 2 4 1.1 11 1.0 2 .1 1.0 2 1.2 2 3 1.0 8
2 1 1
6 0 6



   
         
      

              
   
  

AB

 

3 3

11 2 8
2 1 1
6 0 6



 
   
  
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Ví dụ 5.  Tính  

3 3

2 0 2 1 2 1 8 4 2
BA 4 1 3 2 1 2 11 9 2

1 0 0 3 0 0 1 2 1


      
               
          

 

Ví dụ 6. 

 Tìm ma trận X thoả mãn: 

a) 
























2      9

0    11
   2X  

5     2

4     

4      5

2-     3
.

3  

b) 
1    -3     2 2    5    6  0     -6     6

1 X  -   3    -4     1 . 1     2    5      -2    -9     2
2

2    -5     3 1     3    2 -4    -8     6

     
          
     
     

 

Giải. 

a) Ta có 

 2X = 







2      9

0    11  - 















5     2

4     

4      5

2-     3
.

3      2X = 







2      9

0    11  -  5       2  6         -2
    

23     40 -14     -38
   

   
   

 

  X =   6         -2  3       -11      X  
-14      -38 -7     -192
   

    
   

 

b) 


















































2     3      1

5     2      1

6     5     2

 

3     5-    2

1     4-    3

2     3-    1

   

6     8-    4-

2     9-    2-

6     6-    0  

     X
2
1  




















































1-     1       2-

2      1       1  

1      1-     1  

    

7-     9      2

0       10    3

5-     5      1

   

6     8-    4-

2     9-    2-

6     6-    0  

        X
2
1   

 

2-     2       4-

4      2       2  

2      2-     2  

     

1-     1       2-

2      1       1  

1      1-     1  

 2       
































 X  

    

  Ví dụ 7.  Cho A = 
















2       5-      

1       4-      

3       2-      

3
2
1

 và f(x) = 3x2 - 2x + 5. Tính f(A) 

     Giải. 

f(A) = 3A2 – 2A + 5I = 3

2

3
2
1

















2       5-      

1       4-      

3       2-      

 - 2
















2       5-      

1       4-      

3       2-      

3
2
1

 + 5
















1      0      

0      1      

0      0      

0
0
1
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= 3
  6      -9      7

3       7       4  
1       4       8

 
  
  

 - 2
















2       5-      

1       4-      

3       2-      

3
2
1

 + 5
















1      0      

0      1      

0      0      

0
0
1

 = 
   21    -23      15

13      34      10  
9        22      25

 
  
  

 

 

Nhận xét. 

- Phép nhân AB thực hiện được khi và chỉ khi số cột của ma trận A bằng số hàng của 

ma trận B. 

- Phép nhân AB và BA thực hiện được khi và chỉ khi nếu A là ma trận cỡ m × n thì B 

là ma trận cỡ n × m. 

 

 Ví dụ. 

  




































00
00

BA
00
10

AB
00
10

B,
00
01

A  

 

- Phép nhân hai ma trận nói chung không có tính chất giao hoán. 

 

4.2.4.2.  Tính chất. 

- A ( B + C ) = AB + AC 

- ( A + B ) C = AC + BC 

- ( AB )C = A ( BC ) 

- ( kA ) B = k ( AB ) = A ( kB ) 

- AI = IA = A 

- (AB)T = BT AT 

 

4.2.5.  Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận. 

 

1. Đổi chỗ hai hàng( hai cột ) cho nhau. 

2. Nhân một hàng( một cột ) với một số khác không. 

3. Nhân một hàng( một cột ) với một số rồi đem cộng vào một hàng khác (cột khác ). 

 

Chú ý: Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận đóng vai trò rất qua trọng khi để tính định 

thức, khi để giải hệ phương trình đại số tuyến tính... 
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4.3.  Định thức  

4.3.1. Định nghĩa định thức.  

4.3.1.1 Định nghĩa 1. 

Cho ma trận  vuông cấp  n: A = (aij)n x n . 

Kí hiệu Mij là ma trận con cấp  (n – 1) có được từ ma trận A khi bỏ đi hàng  i, cột j. 

Khi đó  Mij  được gọi là  ma trận  con của A  ứng với phần tử  aij . 

 Ví dụ. 

 Víi 

1 2 5
3 4 1
0 5 1

A
 

   
 
 

 th× 11 23

4 1 1 2
, ...

5 1 0 5
M M

    
    
   

 

 

4.3.1.2 Định nghĩa 2.  

 Giả sử A là ma trận vuông cấp n. Khi đó, định thức cấp n của ma trận A, kí hiệu là: 

det(A) hay A , là một số thực được định nghĩa một cách qui nạp sau: 

a) Định thức cấp 1.  Giả sử A = [a11]  det (A) = a11    (1) 

b) Định thức cấp 2. 

11 12 11 12
11 22 12 21

21 2221 22

a     a a a
  det (A)  = a a a a

a aa     a
A

 
    
 

   (2) 

  c) Định thức cấp 3 :   Giả sử : 














333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A  

     Khi đó,  ta có:            (3) 

-             
11 12 13

1 2 3

21 22 23 1 1 2 2 3 3

31 32 33

det 1 a det + 1 a det 1 a deti i i

i i i i i i

a a a
A a a a M M M

a a a

           

           

hoặc            1 2 3

1 1 2 2 3 3det 1 a det + 1 a det 1 a detj j j

j j j j j jA M M M  
       (4) 

Trong đó Mij là ma trận vuông con cấp 2 có được từ A bằng cách bỏ đi hàng thứ i cột thứ j. 

Công thức (3) gọi là công thức khai triển định thức theo hàng thứ i với  i = 1, 2, 3. 

Công thức (4) gọi là công thức khai triển định thức theo cột thứ j với  j = 1, 2, 3. 

Ví dụ 1.  Tính định thức của ma trận 
1 3 0

A 2 1 3
4 1 5

 
   
 
 
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Giải  

- Khai triển định thức theo hàng 1, ta được:  

det(A) =  
1 3 0

1 3 2 3
2 1 3 1. 3 0 8 3 2 2

1 5 4 5
4 1 5


         

- Khai triển định thức theo cột 3, ta được: 

det(A) =  2 3

1 3 0
1 3 1 3

2 1 3 0 1 3 5 33 35 2
4 1 2 1

4 1 5

       


 

 

d) Định thức cấp n. 

Giả sử ta đã định nghĩa được định thức cấp (n - 1). Khi đó, định thức cấp n của ma 

trận A =  ij n x n
a được xác định như sau:  

           1 2

1 1 2 2det 1 a det + 1 a det .... 1 a deti i i n

i i i i in inA M M M             (5) 

hoặc  

              1 2

1 1 2 2det 1 a det + 1 a det .... 1 a detj j m j

j j j j mj mjA M M M  
        (6) 

Trong đó Mij là ma trận vuông con cấp (n - 1) có được từ A bằng cách bỏ đi hàng thứ i 

cột thứ j. 

Công thức (5) gọi là công thức khai triển định thức theo hàng thứ i với i = 1, 2,…, n. 

Công thức (6) gọi là công thức khai triển định thức theo cột thứ j  với  j = 1, 2, ….,n. 

Ví dụ 2.  Tính định thức: det(A) = 

1 6 0 1
0 2 1 0
1 3 0 1

3 0 1 1




 

Giải. 

 Ta có thể khai triển định thức theo hàng 2 hoặc cột 3 vì có 2 phần tử bằng 0.  

 Xét khai triển theo hàng 2:  

   2 2 2 3

1 6 0 1
1 0 1 1 6 1

0 2 1 0
1 2 1 0 1 1 1 3 1

1 3 0 1
3 1 1 3 0 1

3 0 1 1

 


 

     


 

 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

90 

với  

      2 2 3 2

1 0 1
1 1

1 2 1 0 1 3: 2 1 0
1 1

3 1 1

 




   


ckhai triÓn ét  

 3

1 6 1
6 1 1 6

1 3 1 3 1 27 9 36
3 1 1 3

3 0 1
h




    


khai triÓn  

Vậy det(A) = 0 – 36 = -36. 

 Xét khai triển theo cột 3:  

   2 3 4 3

1 6 0 1
1 6 1 1 6 1

0 2 1 0
1 1 3 1 1 0 2 0 36

1 3 0 1
3 0 1 1 3 1

3 0 1 1

 


 

     



 

 

Bài tập tương tự: Tính các định thức sau:  

4) 

3 5 2 4
0 4 0 0
0 7 7 5
8 8 5 0

 




    5) 

3 0 2 2
4 7 0 4

1 0 3 0
2 6 3 2





 

 

Gợi ý:  a) Khai triển theo hàng 3 

b) Khai triển theo cột 2 hoặc hàng 3. 

 

 

4.3.2. Các tính chất cơ bản của định thức. 

4.3.2.1  (T/C 1)  Giả sử  A vuông , khi đó  det(A) = det(AT) 

Ví dụ. 

    12
202
312
123

231
012
223













 

Hệ quả.  Mọi tính chất nếu đúng cho hàng thì cũng đúng cho cột và ngược lại. 

 

4.3.2.2  (T/C2)  Đổi chỗ hai hàng (hai cột ) của định thức cho nhau thì định thức đổi dấu. 
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Ví dụ.  cũng với ví dụ trên  

3 2 2
1 3 2
2 1 0





, đổi chỗ hàng 2 với hàng 3 :  

3 2 2
2 1 0 12

1 3 2


 


 

 

4.3.2.3  (T/C 3)    Khi nhân các phần tử của một hàng (một cột ) với cùng một số k thì định 

thức được nhân lên k lần. 

Hệ quả. Nếu các phần tử của một hàng (một cột ) có  thừa số chung thì có thể đưa thừa 

số chung đó ra ngoài dấu định thức. 

Ví dụ : Chứng minh  D chia hết cho  13, với 
1 5 156

D 2 8 286
4 1 416

  

 Giải 

      nhận xét rằng 156 = 12.13, 286 = 22.13, 416 = 32.13 nên ta rút thừa số chung 13 ra 

ngoài được  

1 5 12.13 1 5 12
D 2 8 22.13 13. 2 8 22

4 1 32.13 4 1 32
   chú ý rằng 

3214
2282
1251

 =  M  ,  =>   D = 13.M 

 do các phần tử ma trận chỉ toàn các số nguyên nên M phải là số nguyên => D chia hết cho 

13  Đpcm 

 

 4.3.2.4  (T/C 4)   Khi tất cả các phần tử của một hàng (một cột) có dạng tổng của hai số 

hạng thì định thức có thể phân tích thành tổng của hai định thức như sau:  

   

ví dụ  

11 12 13 11 12 13 11 12 13
' ' ' ' ' '

21 21 22 22 23 23 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33 31 32 33

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a
      

 

4.3.2.5   (T/C 5)    Định thức của ma trận sẽ bằng không nếu thoả mãn một trong các điều 

kiện sau: 

- Có một hàng (một cột) gồm toàn là số không. 

-  Có hai hàng (hai cột) giống nhau. 
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-  Có một hàng (một cột) là tổ  hợp tuyến tính của các hàng khác (cột khác). 

( Đại lượng   là tổ hợp tuyến tính của các đại lượng n21 ....,,,  , nếu tồn tại  n số 

thực k1, k2 , ... , kn để cho  nn2211 k....kk  ) 

Ví dụ. 

   0
b2aba
b2aba
b2aba

3333

2222

1111






 (Vì cột 3 = cột 1 + 2cột 2) 

 

4.3.2.6   (T/C 6)  Định thức của ma trận sẽ không thay đổi nếu nhân k vào một hàng (một 

cột)  rồi đem cộng vào một hàng khác(cột khác).  

 

Ví dụ. 

 Trong ví dụ trên, ta biến đổi 

  

 


     


 

2 2

2 1 1

3 2 1 1 0 7
1 7

2 1 3 2 2 1 3 khai triÓn theo h2 1 12
2 2

2 0 2 2 0 2

h h h   

Như vậy, ta thấy việc khai triển đụnh thức trở nên dơn giản hơn nhiều. 

 

4.3.2.7  (T/C 7)   Định thức của ma trận tam giác bằng tích các phần tử chéo 

nn2211

nn2n1n

2221

11

nn

n222

n11211

a...aa

a...aa
...

0...aa
0...0a

a...00
...

a...a0
a...aa

  

 

 

4.3.2.8   (T/C 8)   Nếu  A, B là hai ma trận vuông cấp n thì  det(AB) = det(A). det(B) 
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4.3.3. Tính định thức bằng các phép biến đổi sơ cấp 

Biến đổi sơ cấp Tác dụng Lý do 

1. Nhân 1 hàng với 1 số k  0 

2. Đổi chỗ 2 hàng  

3.Nhân k với hàng r rồi đem cộng vào  hàng s 

Định thức nhân k 

Định thức đổi dấu 

Định thức không đổi 

T.C 4.3.2.3 

T.C 4.3.2.2 

T.C 4.3.2.6 

Nhận xét :  Nếu  tính định thức bằng việc sử dụng công thức khai triển theo hàng (hay cột) 

thì khối lượng tính sẽ rất lớn ( khi n   4 ). Vì  các phép biến đổi sơ cấp của ma trận không 

làm thay đổi các tính khác không hay bằng không của định thức nên  ta sử dụng các phép 

biến đổi sơ cấp của ma trận để đưa ma trận về dạng tam giác, khi đó định thức của ma trận 

tam giác bằng tích các phần tử trên chéo chính. Các bước tính định thức như sau: 

Bước 1: Áp dụng các phép biến đổi sơ cấp đưa định thức về dạng định thức ma trận 

tam giác, nhớ ghi lại tác dụng của các phép biến đổi sơ cấp được sử dụng. 

Bước 2: Tính giá trị định thức dạng tam giác và kể cả tác dụng tổng hợp của các phép 

biến đổi sơ cấp để sử dụng. 

Hµng thø  1 

Hµng thø  2 

Hµng thø  3 

Hµng thø  4 

1 3 5 2
2 5 8 2
4 2 0 1
3 4 3 2



 


 

 
Hµng thø  1 

( -2 ) * hµng 1 + hµng 2 

(  4 ) * hµng 1 + hµng 3 

( -3 ) * hµng 1 + hµng 4 

1 3 5 2
0 1 2 6
0 14 20 9
0 13 12 8


 


 

 

 
Hµng thø  1 

hµng 2 

(  14 ) * hµng 2 + hµng 3 

( -13 ) * hµng 2 + hµng 4 

1 3 5 2
0 1 2 6
0 0 8 75
0 0 14 70


 


 

 
Hµng thø  1 

hµng 2 

hµng 3 

(  7/ 4 ) * hµng 3 + hµng 4 

1 3 5 2
0 1 2 6
0 0 8 75

2450 0 0
4


 

   => định thức = 490 
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4.4. Ma trận nghịch đảo . 

4.4.1. Phần phụ đại số của một phần tử, ma trận phụ hợp. 

Cho ma trận A vuông cấp n  





















nn2n1n

n22221

n11211

a...aa
...

a...aa
a...aa

A  

Ký hiệu  

- Mij là ma trận  có được từ ma trận  A  khi bỏ đi hàng  i, cột   j 

- ijA  = (-1)i + j det(Mij)  = 
 
 

det M (i j)

det M (i j)
ij

ij

nÕu ch½n

nÕu lÎ

 

 

 

ijA   gọi là  phần phụ đại số của phần tử  aij . 

4.4.1.1. Ma trận phụ hợp  của ma trận A  là ma trận được ký hiệu  A  =  ijA  

11 12 1n

21 22 2n

n n

n1 n 2 nn

A A ... A
A A ... A

A A
...

A A ... A

ij 

 
 
      
 
 

  
  

 

  

 

 với  A ij =  Aji    =>   A ij   là phần phụ đại số của phần tử  aji trong ma trận  A 

4.4.1.2. Phương pháp tính ma trận phụ hợp :  

Để tìm ma trận phụ hợp của ma trận  A = (aij) ta thực hiện các bước  sau: 

 Tìm   (A ij)T = (Aij)  

 Từ ( A ij)T  ta chuyển vị  sẽ được    A   = (Aij)T   

Ví dụ 1: Tìm  ma trận phụ hợp của các ma trận sau:    









43
21

A  

Giải: 

 Tìm các phần phụ đại số: A11 = 4,         A12  = -3,      A21 =  -2,       A22 = 1 

Suy ra ma trận phụ hợp của A là:  
T4 3 4 2

A
2 1 3 1

    
        
 . 

Ghi nhớ   Nếu A là ma trận vuông cấp 2 thì ma trận phụ hợp của A là A  sẽ có được từ A 

khi các phần tử chéo chính đổi chỗ ,  các phần tử “ chéo phụ ” đổi dấu. 
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Ví dụ 2: Tìm  ma trận phụ hợp của các ma trận sau: 




















325
436
752

A  

Giải: 

- Tìm các phần phụ đại số: 

A11=  1 1 3 4
1

2 3

 

 = -1, A12 =  1 2 6 4
1

5 3



 = 38,  A13=  1 3 6 3

1
5 2




 = -27, 

A21=  2 1 5 7
1 1

2 3
 
 

 ,  A22 =
2 7

41
5 3




,             A23 = 
2 5

29
5 2

 


 ,  

A31=  3 1 5 7
1 1

3 4
  ,      A32=

2 7
34

6 4
  ,          A33=

2 5
24

6 3
  . 

Suy ra ma trận phụ hợp của A là: 

    
1 1 1

A 38 41 34
27 29 24

  
   
   

  

 

Ví dụ 3: Tìm ma trận phụ hợp của ma trận sau: 
2 1 3

A 1 0 2
3 2 3

 
   
   

 

Giải:  Các phần phụ đại số:    

 1 1

11

0 2
1 4

2 3
 

  
 

A ;   1 2

12

1 2
1 3

3 3
 

   


A ;  1 3

13

1 0
1 2

3 2


  


A    

  2 1

21

1 3
1 3

2 3


  
 

A ;  2 2

22

2 3
1 15

3 3


   


A  ;  2 3

23

2 1
1 7

3 2


  


A  

 3 1

31

1 3
1 2;

0 2
  


A     3 2

32

2 3
1 7

1 2
  


A ;     3 3

33

2 1
1 1

1 0
  A  

Ma trận phụ hợp của A là:  

4 3 2 4 3 2
3 15 7 3 15 7
2 7 1 2 7 1

        
           
         



T

A  

Nhận xét: Nếu A là ma trận đối xứng thì AT cũng đối xứng.  
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4.4.2.  Ma trận nghịch đảo. 

4.4.2.1  Định nghĩa:  

Cho A là ma trận vuông cấp n. Nghịch đảo của ma trận  A (nếu tồn tại) là một  ma trận  

vuông cấp n được ký hiệu là A-1,  sao cho AA-1 = A-1A = In   (trong đó In là ma trận đơn vị 

cấp n) , khi đó nói rằng ma trận A là khả đảo 

4.4.2.2  Tính chất: 

 Nếu A có ma trận nghịch đảo là  A-1 thì A-1 cũng khả đảo và nghịch đảo của 1A  là  
11)( A = A 

 Nghịch đảo của một ma trận vuông nếu có là duy nhất. 

 Nếu A và B đều có nghịch đảo thì: 

+)  (A-1)-1 = A 

      +) (AB)-1=B-1A-1  

+) (kA)-1 = 11 A
k

  

+) (AB)-1 = B-1A-1.  

4.4.2.3  Điều kiện tồn tại ma trận nghịch đảo của một ma trận vuông  

Định lý 1: Điều kiện cần và đủ để  ma trận vuông  khả đảo là định thức của nó khác không. 

Nếu ma trận A có det(A) 0 thì ta còn gọi A là ma trận không suy biến, ngược lại ta 

gọi A là ma trận suy biến. 

 

4.4.2.4 Phương pháp tìm ma trận nghịch đảo. 

 Phương pháp ma trận phụ hợp. 

Định lý 2: Nếu ma trận A vuông có detA 0 thì A có ma trận nghịch đảo A-1 được tính bởi 

công thức: 

1 1
det( )

  A A
A

 

Nhận xét: Từ định lí trên, để tìm ma trận nghịch đảo của ma trận không suy biến A ta tiến 

hành theo 3 bước: 

 Tính det(A). Nếu det(A) = 0 thì kết luận ma trận A không tồn tại ma trận nghịch 

đảo. Nếu detA 0, chuyển sang bước 2. 

 Tìm tất cả các phần phụ đại số của các phần tử ija có mặt trong ma trận A rồi thiết 

lập ma trận TA  và suy ra phụ hợp  A  
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 Nhân ma trận A  với 
1

det A
ta được: 1 1

det
  A A

A
. 

Ví dụ  : Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận  











43
21

A  

Giải:    Có  det(A) = 4 – 6 = -2 

Áp dụng kết quả ở ví dụ 1, ma trận phụ hợp của A là    
4 2
3 1

 
   
A  

Vậy 1

2 14 21 1
3 13 1det 2
2 2



              

A A
A

 

Ví dụ  : Tìm  ma trận nghịch đảo của ma trận sau: 




















325
436
752

A  

Giải: 

- det(A) = 1

2 5 7
3 4 6 4 6 3

6 3 4 2 5 7
2 3 5 3 5 2

5 2 3
2 190 189 381 0

 
   

 

      

khai triÓn theo h
 

Vậy tồn tại ma trận A-1. 

- Theo kết quả ở ví dụ 2 thì ma trận phụ hợp của A là: 

1 1 1
38 41 34
27 29 24

  
   
   

A  

- Vậy ma trận nghịch đảo cần tìm là:  

1

1 1 1
1 1 38 41 34

det( ) 381
27 29 24



  
     
   

A A
A

 

 

Chú ý: Phương pháp này được áp dụng để tìm. ma trận nghịch đảo của những ma trận cấp 

nhỏ (cấp n  3). 
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 Phương pháp Gauss-Jordan 

Để tìm ma trận nghịch đảo của A ta làm như sau: 

 Bước 1: Viết ma trận đơn vị I cùng cấp với A bên cạnh ma trận A như sau: )|( IA  

 Bước 2: Áp dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng đưa dần phần ma trận A  về 

ma trận tam giác trên  ma trận chéo  ma trận đơn vị. Tác động đồng thời các 

phép biến đổi đó vào phần ma trận I. 

 Bước 3: Khi ở phần ma trận A  (ban đầu)  xuất hiện dạng ma trận đơn vị I thì ở 

phần ma trận I (ban đầu) xuất hiện ma trận A-1  (tức là: )|(...)|( 1 AIIA  

Ví dụ 9:  Tìm ma trân nghịch đảo của 

















801
352
321

A  theo phương pháp Gaus – Jordan. 

Hµng thø  1 1 2 3 1 0 0 
 Hµng thø  2 2 5 3 0 1 0 
 Hµng thø  3 1 0 8 0 0 1 

              
 Hµng thø 1 1 2 3 1 0 0 

( -2 ) * hµng 1 + hµng 2 0 1 -3 -2 1 0 
( -1 ) * hµng 1 + hµng 3 0 -2 5 -1 0 1 

              
 Hµng thø 1 1 2 3 1 0 0 
 Hµng thø 2 0 1 -3 -2 1 0 

(  2 ) * hµng 2 + hµng 3 0 0 -1 -5 2 1 
              

 Hµng thø 1 1 2 3 1 0 0 
 Hµng thø 2 0 1 -3 -2 1 0 
 Hµng thø 3 0 0 -1 -5 2 1 

              
( -3 ) * hµng 3 + hµng 1 1 2 0 -14 6 3 
(  3 ) * hµng 3 + hµng 2 0 1 0 13 -5 -3 

(  1/-1 ) * hµng 3 0 0 1 5 -2 -1 
              

( -2 ) * hµng 2 + hµng 1 1 0 0 -40 16 9 
(  1 ) * hµng 2 0 1 0 13 -5 -3 

(  1/-1 ) * hµng 3 0 0 1 5 -2 -1 
              

(  1 ) * hµng 1 1 0 0 -40 16 9 
(  1 ) * hµng 2 0 1 0 13 -5 -3 

(  1/-1 ) * hµng 3 0 0 1 5 -2 -1 

    

   Vậy 






















125
3513
91640

A 1  

Chú ý:  Phương pháp này đặc biệt hiệu quả  đối với ma trận cấp   4. 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

99 

4.4.2.5. Ứng dụng ma trận nghịch đảo giải phương trình ma trận 

 

Bài toán 1:    Tìm ma trận X thoả mãn AX = B biết det(A) 0  

Phương pháp: Do det(A) 0 nên tồn tại A-1. Nhân vào bên trái cả hai vế của phương trình 

với A-1, ta được: 

  1 1 1A (AX) A B I X X A B           do đó   X = A-1B. 

 

Bài toán 2:     Tìm ma trận X thoả mãn XA = B biết det(A) 0  

Tương tự như trên, nhân vào bên phải cả hai vế với ma trận A-1,  do đó   X = BA-1. 

 

Ví dụ    Giải phương trình ma trận:
1 2

.X
3 4
 
 
 

 = 







95
53

 

Giải:  

1 2
.X

3 4
 
 
 

= 







95
53

 
11 2

X .
3 4


 

  
 









95
53

= .
2
1

2
3

12

























95
53

= 






 
32
11

 

 

Ví dụ    Giải phương trình ma trận: 
5 3 1 8 3 0

X. 1 3 2 5 9 0
5 2 1 2 15 0

   
         
       

 

Giải: 

Vì 019
125
231

135



    nên 

18 3 0 5 3 1
X 5 9 0 1 3 2

2 15 0 5 2 1


  
       
     

 

 

=
8 3 0 1 1 3

15 9 0 . . 9 10 11
19

2 15 0 13 25 18

     
      
         

            
1 2 3

X 4 5 6
7 8 9

 
   
 
 
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4.4.3.   Hạng của ma trận  

4.4.3.1  Định nghĩa: 

Cho ma trận: 





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 

Hạng của ma trận A là cấp cao nhất của  định thức con khác không có mặt trong A.      

Ký hiệu  hạng của A là  )(A . 

Nhận xét :    

Nếu  A có cỡ m × n  thì   

  )(A  ≤  min (m , n ) 

 Sẽ có k
n

k
mCC  định thức con cấp k  

Ví dụ :  cho ma trận  A, với  


















1213
3022
4231

A  

Như vậy A có cỡ  3 × 4, do đó  )(A  ≤  min (3 , 4 ) = 3 

Xét các ma trận vuông con cấp 3 của A : 

0
121
302
423

,0
123
302
421

,0
113
322
431

,0
213
022
231

  

 Do định thức của chúng đều bằng không nên hạng của  A  không thể bằng 3 được, 

do đó ta xét đến các ma trận vuông con cấp 2. Sẽ có  2
4

2
3 CC = 18 ma trận vuông con cấp 2  

4
02
23

,8
22
31







,... 

 Thấy rằng có một định thức của  ma trận vuông con cấp 2 bằng -8 ( khác không), do 

đó  )(A  = 2. 

 Nhưng thấy rằng không thể tìm hạng của một ma trận theo cách thức như trên được, 

vì như vậy ta có thể phải đi tính một số lượng định thức khá lớn. Chính vì vậy người ta 

phải đi  tìm  một phương pháp khác để tính hạng của ma trận . 
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4.4.3.2  Ma trận hình thang 

Trước hết ta có khía niệm về hàng không và hàng khác không  : 

 - Hàng không là hàng có tất cả các phần tử đều bằng  0 

 - Hàng khác không là hàng có ít nhất một phần tử khác 0 

 Định nghĩa: Ma trận hình thang là ma trận thoả mãn 2 tính chất sau: 

- Các hàng khác không luôn ở phía trên các hàng không   

- Phần tử khác không đầu tiên ở hàng thứ  i  (kể từ trái sang phải) phải là ở cột thứ  i  

 

Ma trận hình thang có dạng :  

           
Ví dụ: 

 





















0000
1100
2110
7531

A ,            

















0000
1030
7521

B     là các ma trận hình thang 

 

















1120
1210
7521

C           
3 2 5 7

D 0 0 2 1
0 4 3 1

 
   
 
 

     không là ma trận hình thang 

 

 Hạng của ma trận hình  thang 

 Hạng của ma trận hình thang bằng số hàng khác không của nó.  

 

4.4.3.3  Phương pháp tìm hạng của ma trận. 

Nhận xét: Các phép biến đổi sơ cấp không làm thay đổi tính bằng không hay khác không 

của định thức do đó không làm thay đổi hạng của ma trận.Vì vậy để tìm hạng của ma trận 

A ta làm như sau: 

 Dùng  các phép biến đổi sơ cấp, đưa ma trận A về dạng ma trận hình thang. 

 Khi đó hạng của ma trận A sẽ bằng hạng ma trận  hình thang  và  bằng số hàng khác 

không của  ma trận hình thang. 
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Ví dụ : Tìm hạng của ma trận : 

    

1 2 5 1 3
2 3 1 4 2

A
4 7 9 2 1
1 0 3 2 1

 
  
 
  

 

 

 Cét  1 Cét  2 Cét  3 Cét  4 Cét  5 

Hµng thø  1 1 2 5 -1 3 

Hµng thø  2 2 3 -1 4 2 

Hµng thø  3 4 7 9 2 1 

Hµng thø  4 -1 0 3 2 1 
 

 Cét  1 Cét  2 Cét  3 Cét  4 Cét  5 

Hµng thø  1 1 2 5 -1 3 

( -2 ) * hµng 1 + hµng 2 0 -1 -11 6 -4 

( -4 ) * hµng 1 + hµng 3 0 -1 -11 6 -11 

(  1 ) * hµng 1 + hµng 4 0 2 8 1 4 
 

 Cét  1 Cét  2 Cét  3 Cét  4 Cét  5 

Hµng thø  1 1 2 5 -1 3 

hµng 2 0 -1 -11 6 -4 

( -1 ) * hµng 2 + hµng 3 0 0 0 0 -7 

(  2 ) * hµng 2 + hµng 4 0 0 -14 13 -4 
 

 Cét  1 Cét  2 Cét  3 Cét  4 Cét  5 
Hµng thø  1 1 2 5 -1 3 

hµng 2 0 -1 -11 6 -4 

hµng 4 0 0 -14 13 -4 

hµng 3 0 0 0 0 -7 
 

 Cét  1 Cét  2 Cét  3 Cét  5 Cét  4 

Hµng thø  1 1 2 5 3 -1 

hµng 2 0 -1 -11 -4 6 

hµng 3 0 0 -14 -4 13 

hµng 4 0 0 0 -7 0 

 
Kết luận: Hạng  của ma trận A   bằng  4 
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4.5  Hệ phương trình đại số tuyến tính 

4.5.1   Định nghĩa  và các định lý 

4.5.1.1 Định nghĩa : Hệ  m  phương trình đại số tuyến tính của  n ẩn số có dạng:  

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m 2 2 mn n m

a x a x ... a x b
a x a x ... a x b
............................................

a x a x ... a x b

   
    


    

     (I)   

    

Trong đó 

- x1, x2, …, xn là các ẩn số cần tìm 

- aij là hệ số của phương trình thứ i gắn với ẩn jx     1, , 1,i m j n  . 

- , 1,ib i m , vế phải của phương trình thứ i. 

Đặt   

11 12 1n

21 22 2n

m1 m 2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

 
 
 
 
 
 

- A gọi là ma trận hệ số của hệ (I).  





















nx

x
x

X

2

1

 - gọi là  ma trận ẩn ; 





















mb

b
b

B

2

1

- gọi là ma trận vế phải 

 BAA  = 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 

 - gọi là ma trận bổ sung của hệ (I). 

 

Bằng phép nhân ma trận, hệ phương trình (I) được viết ở dạng ma trận như sau:  

 AX  =  B                 (II)   

Dạng (II) gọi là dạng ma trận của hệ (I).  

- Nếu B =     (tức là: ib 0, i 1,m    )  thì hệ (II) gọi là hệ thuần nhất.   Nếu có ít 

nhất một bi ≠ 0   thì hệ (II) gọi là hệ không thuần nhất. 

- Nếu A là ma trận vuông (tức số phương trình bằng số ẩn) thì hệ (I) và (II) gọi là hệ 

vuông. 
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- Nghiệm của hệ (I) là một bộ gồm n số thực (x1, x2, …,xn) sao cho thoả mãn tất cả 

các phương trình của hệ. 

Nhận xét:  

 Hệ thuần nhất AX =   luôn có nghiệm không: (x1, x2, …,xn) = (0, 0, …, 0). 

Nghiệm này gọi là nghiệm tầm thường. Các nghiệm khác nghiệm tầm thường gọi 

là nghiệm không tầm thường. 

 Hệ dạng hình thang: Hệ AX = B gọi là hệ hình thang nếu A là ma trận hình thang. 

 

4.5.1.2   Định lý  (Kronecker - Capelli): 

  Điều kiện cần và đủ để hệ phương trình  AX  =  B  có nghiệm là  )A()A(    

Ví dụ 1: Xét hệ phương trình sau: 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 4
4 2 5 7
2 8 3

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

. 

Ma trận bổ sung của hệ là:  

 
2 1 3 2 4
4 2 5 1 7
2 1 1 8 3

A A B
  

    
  

 

Dùng các phép biến đổi sơ cấp ma trận trên hàng đưa phần ma trận A về dạng hình thang 

2 1 3 2 4
4 2 5 1 7
2 1 1 8 3

A
  

   
  

2 1 2 2

1 3 3

h h h

h h h

  


  

2 1 3 2 4
0 0 1 5 1
0 0 2 10 1

  
   
   

 

2 3 32h h h  
  

2 1 3 2 4
0 0 1 5 1 ' '
0 0 0 0 1

A B
  

    
 
 

  

Suy ra:  (A) = 2 và   3A  .  Theo định lí trên, hệ đã cho vô nghiệm.  

 

4.5.1.3  Biện luận hệ phương trình đại số tuyến tính  AX  =  B 

a) Nếu )(A  )(A  thì hệ vô nghiệm.   

b) Nếu )(A  = )(A  thì hệ   nghiệm: 

 Nếu )(A  = )(A  =  n (số ẩn) thì hệ có nghiệm duy nhất. 

 Nếu )(A  = )(A  < n (số ẩn) thì hệ có vô số nghiệm. 
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chú ý:   

 Trường hợp nếu )(A  = )(A  =  n (số ẩn) thì hệ đưa được về dạng  hệ vuông AX = B  

với A là ma trận vuông cấp n và det(A)   0.  Hệ  có tên là hệ Cramer , có duy nhất 

nghiệm. 

 Hệ vuông thuần nhất AX =  có nghiệm không tầm thường khi và chỉ khi định thức ma 

trận hệ số bằng không. 

 

Ví  dụ   :  Cho hệ phương trình  












bx2xx3
1xxx2
2axx2x

321

321

321

 

1) Hãy xác định  a , b để hệ có nghiệm duy nhất 

2) Hãy xácđịnh a , b để hệ có vô số nghiệm 

3) Hãy xác định a ,  b để hệ vô nghiệm 

Giải 

Dùng các phép biến đổi trên hàng  đối với A  








































6b
3

2

a3250
a2150

a21

b
1
2

213
112
a21

A     






















3b
3

2

a100
a2150

a21
 

Thấy rằng  hạng A  bằng 3 hoặc bằng 2 :  

 Nếu hạng A = 3 thì  hạng A  = 3  => hệ có nghiệm duy nhất   a   1 

 Nếu hạng A = 2   a = 1 

 khi đó nếu b = 3 thì hạng A =  hạng A = 2 < 3 là số ẩn => hệ vô số 

nghiệm 

 Nếu b   3 thì   hạng A   hạng A  => hệ vô nghiệm 

Do đó:  

1) Hệ có nghiệm duy nhất   3)A()A(    a  1 

2) Hệ có vô số nghiệm  3)A()A(   

                  ( ) ( ) 2A A    a = 1 và b = 3 

3) Hệ vô nghiệm   )A()A(    (A) 2 v (A) 3   µ      a = 1, b  3 
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4.5.2   Hệ Cramer. 

4.5.2.1    Định nghĩa:  

 Hệ phương trình đại số  tuyến tính  AX = B là một hệ vuông, thỏa mãn điều kiện  

det(A)   0 thì được  gọi là hệ Cramer. 

 
4.5.2.2   Tính chất: 

  Hệ Cramer AX = B luôn có nghiệm duy nhất xác định bởi công thức X = A-1 B. 

 

4.5.2.3  Phương pháp giải hệ Cramer  ( có 3 phương pháp)  

  Phương pháp Cramer: 

Định lí: (Cramer) 

Hệ CramerAX = B (A là ma trận vuông cấp n) có nghiệm: 





















n

2

1

x

x
x

X


 với các thành 

phần ẩn xi được xác định bởi công thức: 1.ni ,  
)Adet(
)Adet(x i

i   

Với  Ai là ma trận có được từ A bằng cách thay cột thứ i của A bởi cột ma trận vế phải B. 

 

chú ý :  Phương pháp thường sử dụng để giải cho hệ 2 hoặc 3 phương trình 

Ví dụ : Giải phương trình   












4x4x3x2
3xxx2
2xx2x

321

321

321

 

Giải 

Cã 
1 2 1

det 2 1 1
2 3 4

A


  
 

 –13      1

2 2 1
det 3 1 1

4 3 4
A


  


–13 

2

1 2 1
det 2 3 1

2 4 4
A


 


 –26            3

1 2 2
det 2 1 3

2 3 4
A   

 
 - 39 

Do đó nghiệm của hệ đã cho là  

1 2 3
1 2 3

det A det A det Ax 1 , x 2 , x 3
det A det A det A

      . 

Kết luận: Nghiệm của phương trình là (x1, x2, x3) = (1, 2, 3) 
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Ví dụ :  Giải hệ phương trình 













1
02
42

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Lời giải.  

.7
111
112

121






A    .7

111
110

124

1 





A  

.7
111
102

141

2 


A    .7
111

012
421

3 



A  

,11
1 

A
A

x   ,12
2 

A
A

x   .13
3 

A
A

x  

 

 Phương pháp dùng ma trận nghịch đảo. 

- Xét hệ Cramer AX = B.   Vì detA  0 nên A có ma trận nghịch đảo A-1.  

        Do vậy từ AX = B A-1A X = A-1B => X = A-1B 

- Tìm ma trận nghịch đảo A-1 

- Thực hiện phép nhân: X = A-1B. 

Ví dụ : Giải hệ sau theo phương pháp ma trận nghịch đảo 

1 2 3

1 2 3

1 3

2 3 7
2 5 3 7

8 19

x x x
x x x

x x

  
   
  

 

Giải:    

Ma trận hệ số: 

















801
352
321

A ; X = 
1

2

3

x
x
x

 
 
 
  

; B = 
7
7

19

 
 
 
  

 

Ta có det(A) =
1 2 3

5 3 2 3 2 5
2 5 3 1 2 3 40 26 15

0 8 1 8 1 0
1 0 8

A
 
         
  

  = -1  

==>     det(A)   0  

 Vậy hệ đã cho là hệ Cramer. 
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-Ta có 

A11 = 40;   A21 = -16;  A31 = -9 A12 = -13;  A22 = 5 

A32 = 3  A13 = -5;  A23= 2;  A33 = 1 

T
40 13 5

A 16 5 2
9 3 1

  
   
  

   =>    ma trận phụ hợp  
40 16 9

A 13 5 3
5 2 1

  
   
  

  

Vậy  1
40 16 9

1A A 13 5 3
det(A)

5 2 1


 
     
   

 .  =>  X = A-1B = 
40 16 9 7 3

13 5 3 7 1
5 2 1 19 2

     
             
           

 

 

 Giải hệ Cramer  AX =  B  bằng phương pháp Gauss. 

 Thực hiện các bước sau  

Bước 1: Viết ma trận bổ sung A A B   .  

Bước 2: Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng để đưa phần ma trận A về dạng 

tam giác . Đến đây ta dễ dàng biết được     µA v A  . 

Khi đó xảy ra các trường hợp: 

- Nếu    A A  thì kết luận hệ AX = B vô nghiệm. 

- Nếu     ( )è ÈnA A n S   thì hệ đã cho tương đương với hệ tam giác: 

' 'A X B  ,  tiếp tục dùng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng đưa phần  A’ về dạng 

chéo --->  dạng đơn vị, lúc này phần B’ sẽ là nghiệm X. 

 

Ví dụ 2: Giải hệ sau bằng  phương pháp Gauss 













7    7x   11x   

2-   2x   - x      

4     3x   4x    

32

32

32

1

1

1

4
3
2

x
x
x

 

 

KÕt  qu¶  tÝnh  to¸n 
Gi¶i  hÖ  ph¬ng  tr×nh ( Theo Ph¬ng ph¸p GAUSS ) 

  X 1 X 2 X 3 VÕ ph¶i 
 Hµng thø  1 2 4 3 4 
 Hµng thø  2 3 1 -2 -2 
 Hµng thø  3 4 11 7 7 
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  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 
 Hµng thø 1 2 4 3 4 

( -3/ 2 ) * hµng 1 + hµng 2 0 -5 -13/ 2 -8 
( -2 ) * hµng 1 + hµng 3 0 3 1 -1 

          
  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 

 Hµng thø 1 2 4 3 4 
 Hµng thø 2 0 -5 -13/ 2 -8 

(  3/ 5 ) * hµng 2 + hµng 3 0 0 -29/ 10 -29/ 5 
 
  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 

 Hµng thø 1 2 4 3 4 
 Hµng thø 2 0 -5 -13/ 2 -8 
 Hµng thø 3 0 0 -29/ 10 -29/ 5 

          
  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 

( -3 ) * hµng 3 + hµng 1 2 4 0 -2 
(  13/ 2 ) * hµng 3 + hµng 2 0 -5 0 5 

(  10/-29 ) * hµng 3 0 0 1 2 
          
  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 

( -4 ) * hµng 2 + hµng 1 2 0 0 2 
(  1/-5 ) * hµng 2 0 1 0 -1 

(  10/-29 ) * hµng 3 0 0 1 2 
          
  X 1 X 2 X 3 VÕ Ph¶i 

(  1/ 2 ) * hµng 1 1 0 0 1 
(  1/-5 ) * hµng 2 0 1 0 -1 

(  10/-29 ) * hµng 3 0 0 1 2 
  

Vây nghiệm của hệ là (x1 , x2, x3) = (1, -1, 2) 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 4 

1)  Tính các định thức sau: 
 

a) 
246 427 327

1014 543 443
324 721 621

    b) 

3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

    c) 

1 1 1 11
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

   d) 

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

 

 
2)  Tìm  ma trận X thỏa mãn  AX  =  B , với  

  
1 1 1 1 1 1 1

A 1 2 1 B 1 0 2 2
2 3 1 1 2 2 0

    
        
      

 

 
3)  Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau :

 

1 3 5 7
1 2 3

1 2 0 1 2 3
a) A b) A 0 1 2 c) A

0 1 0 0 1 2
0 0 1

0 0 0 1

 
                     

 

 

 
4)  Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau bằng phương pháp Gauss - Jordan: 

 a) 
2 1

A
3 1

 
  
 

 b) 
1 1 2

A 1 2 1
2 3 2

 
   
  

 c) 
1 1 2

A 2 3 2
1 3 1

 
   
  

 

 d) 
1 2

A
2 4
 

  
 

 e) 
2 3

A
1 4
 

  
 

  f) 
2 3

A
6 9

 
   

 

5) Tìm hạng của các ma trận  sau 

1 3 5 1
2 1 3 2 4

2 1 3 4
a) A 4 2 5 1 7 b) A

5 1 1 7
2 1 1 8 2

7 7 9 1

 
             

    
 

 

6) Giải các hệ phương trình đại số tuyến tính sau : 

 a)   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2x 3x x 6
x 5x 2x 19
4x x 3x 14

   
   
    

  b)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

x 2x 3x 5
3x 4x x 3
5x 2x 3x 13

  
   
    
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CHƯƠNG 5 :    HÀM HAI BIẾN 

5.1  Hàm hai biến 

5.1.1 Tập hợp phẳng 

5.1.1.1  Tích Đề-Các R2: 

  Tích Đề - các R2 ( hay R   R )  là tập hợp mà  mỗi phần tử của nó là một cặp có thứ 

tự hai giá trị số thực  x và y. Kí hiệu:  R2 = Ryxyx ,:),( .  

Nếu trong mặt phẳng tọa độ vuông góc Oxy ta có thể đồng nhất mỗi điểm M(x, y) với một 

phần tử (x, y) trong R2. Khi đó R2 còn gọi là mặt phẳng tọa độ Oxy. 

5.1.1.2  Khái niệm tập hợp phẳng: Mỗi tập hợp con D trong R2 được gọi là một tập hợp 

phẳng (hay miền phẳng). Tập hợp phẳng D thường được biểu diễn qua hệ thức:  

D =   2( , ) : ( , ) 0 0 , 1,ix y R x y i n     

tức là mỗi điểm M(x,y)  D sẽ thỏa mãn các bất đẳng thức dạng  ( , ) 0 0i x y    

 Ví dụ:   1) D =  1:),( 222  yxRyx  - là miền trong đường tròn   x2 + y2 = 1 

2) D = 2 2 2 2( , ) : 1 ; 2x y R x y y x      ( hình 5.1) 

 
Hình 5.1 

5.1.1.3  Các khái niệm liên quan. 

 Khoảng cách giữa hai điểm: Cho điểm M(x1, y1), N(x2, y2) R2  

Khoảng cách giữa hai điểm M, N ký hiệu là d(M,N) được xác định bởi công thức: 

  2
21

2
21 )()(, yyxxNMd   

  - lân cận điểm: Giả sử  là một số dương. Ta gọi   - lân cận điểm M0(x0, y0) là tập 

tất cả các điểm M(x, y) của R2 thoả mãn khoảng cách  từ M đến điểm M0 nhỏ hơn  . 

    ( )oU M = 2
0: ( ( , ), )M R d M x y M    

 Điểm trong: Điểm M0  D gọi là điểm trong của D nếu tồn tại một  - lân cận của M0  

nằm hoàn toàn trong D. 
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 Tập mở: Tập DR2 gọi là tập mở nếu mọi điểm của D đều là điểm trong của nó. 

Ví dụ: D =   2 2 2 2( , ) :x y R x y R   ; 

D =  2 2 2( , ) : 2 3, 1x y R x y x y      

Nhận xét : Tập mở sẽ là tập thỏa mãn một hay nhiều bất đẳng thức dạng: φ(x, y) < 0 

( tức là không có dấu  “ =  ” . ) 

 Điểm biên: Điểm M0 gọi là điểm biên của D nếu mọi lân cận của M0 đều chứa những 

điểm thuộc D và những điểm không thuộc D. 

Nhận xét : Nếu tập hợp phẳng D = 2( , ) : ( , ) 0x y R x y   thì điểm biên trên D là những 

điểm thỏa mãn φ(x, y) = 0. 

Ví dụ:  

D =   2 2( , ) : 0, 0x y R y x x y      có các điểm biên M(x, y) thỏa mãn: 

 y2 – x = 0,   0 ≤ x ≤ 1 và   x – y = 0, 0 ≤ x ≤ 1.  

 
Hình 5.2 

 Tập đóng: Tập D chứa mọi điểm biên của nó gọi là tập đóng. 

 Tập bị chặn: Tập D gọi là bị chặn nếu tồn tại một hình tròn chứa nó. 

 

5.1.2 Khái niệm hàm hai biến 

5.1.2.1. Định nghĩa: Cho miền D trong R2.  Nếu  tương ứng mỗi điểm M(x,y)D với một 

giá trị duy nhất z  R  theo một quy luật  f  , thì  f  được gọi là hàm số thực của hai biến x 

và y xác định trên D . Kí hiệu: z = f(x, y), D gọi là tập xác định. 

+) Nếu hàm f(x,y)  không nói đến miền xác định thì ta phải hiểu tập xác định của f (x,y 

là tập tất cả các cặp (x, y) R2 sao cho biểu thức f(x, y) có nghĩa. 

+) Tập giá trị của hàm z = f(x, y) là tập tất cả các z  R thoả mãn  z = f(x, y) với (x,y) 

thuộc tập xác định.  
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Ví dụ:    z = ln(x2 + y2 - 1) có tập xác định là D = {(x, y): x2 + y2 >1} 

    Z =    2 2lnx y x y   có tập xác định : (x, y) thỏa mãn x2 – y2 > 0. 

5.1.2.2. Biểu diễn hình học của hàm hai biến 

 Trong hệ toạ độ Đề-các Oxyz, hàm z = f(x, y) xác định trên miền D. Như vậy với 

mỗi điểm M(x,y)  D sẽ cho tương ứng  duy nhất một điểm P(x,y,z) với  z = f(x, y). Khi M 

chạy trong D thì điểm P di chuyển trong không gian sẽ vạch nên một mặt (S) ( thông 

thường là mặt cong). Mặt (S) được gọi là đồ thị của hàm hai biến z = f(x, y). 

Ví dụ:  1) z = x2 + y2 là mặt Paraboloit (hình 5.3) 

             2) 22 yxz   là nửa mặt nón. (hình5.4) 

                  
  Hình 5.3      Hình 5.4 

 

5.2  Giới hạn và sự liên tục của hàm hai biến 

5.2.1. Giới hạn hàm hai biến 

Cho hàm số z = f(x, y) xác định trong lân cận điểm M0(x0,y0)( có thể không xác định tại 

M0).Giá trị L gọi là giới hạn của f(x,y) khi (x,y)  (x0,y0) nếu:  

  > 0 cho trước    =      > 0 sao cho:  (x,y)   oU M  :  Lyxf ),(  

Ký hiệu: Lyxf
yy
xx





),(lim
0
0

 

Ví dụ 1: Chứng minh: 8)32(lim
2
1





yx
y
x

. 

Chứng minh :   Với ví dụ trên sẽ có    Mo= (1, 2),    L = 8. 

0  cho trước tùy ý. Ta có đánh giá sau: 

     2x 3y 8 2 x 1 3 y 2 2 x 1 3 y 2 2. 3
5 5
 

               nếu 1 , 2
5 5

x y 
    . 
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Hình 5.5 

Chọn 
5


  . Khi đó  M(x,y)   oU M ta có:    
o

2
2 2

MMd x 1 y 2
5 5
           

 
. Suy 

ra: x 1 , y 2
5 5
 

    .   Do vậy:     o2x 3y 8 , M(x, y) U M      . 

Vậy 
x 1
y 2

lim(2x 3y) 8



    (đpcm). 

Ví dụ 2:Chứng minh: 
2 20

0

lim 0
x
y

xy
x y






     Có   Mo= (0,0), L = 0. 

0  cho trước tùy ý. Ta có đánh giá sau: 

2 2 2 2

x yxy 0 x
x y x y

    
 

 nếu x  . 

Chọn    . Khi đó  M(x,y)   oU M ta có: 
o

2 2 2
MMd x y x           .  Do 

vậy: 
2 2

xy 0 x
x y

   


. 

Vậy
2 2x 0

y 0

xylim 0
x y






. (đpcm) 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng không tồn tại giới hạn 
x 0
y 0

x 3ylim
2x y






. 

Chứng minh:  

Chú ý rằng: quá trình điểm M(x, y) → M0(x0, y0) thì  x →x0  và  y → y0 độc lập với nhau. 

Vì vậy nếu cho M(x,y) →M0( x0 ,y0) theo hai hướng khác nhau mà z = f(x, y) tiến tới hai 

giá trị khác nhau thì không tồn tại giới hạn: 
0
0

lim ( , )



x x
y y

f x y  

Cho x →0, y →0 theo hướng đường thẳng y = x thì
0

3lim 3
2y x

x x
x x 





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Cho x →0, y →0 theo hướng đường thẳng y = 3x thì 
3 0

9lim 10
2 3y x

x x
x x 


 


 

Vậy giới hạn của hàm theo hai hướng khác nhau nên không tồn tại giới hạn 
0
0

3lim
2x

y

x y
x y






. 

Chú ý:  

 Khái niệm giới hạn vô cực cũng được định nghĩa tương tự như đối với hàm số một 

biến. 

 Các tính chất về giới hạn của hàm hai biến được phát biểu tương tự các tính chất về 

giới hạn hàm một biến. 

 Nếu hàm f(x,y) là hàm sơ cấp của hai biên x và y thì hàm số có giới hạn tại mọi 

điểm mà nó xác định và giới hạn này bằng đúng giá trị của hàm tại điểm đó.   

 

5.2.2  Sự liên tục của hàm hai biến 

Cho hàm số z = f(x, y) xác định tại điểm M0(x0,y0) và lân cận điểm M0(x0,y0). Ta nói hàm 

f(x, y) liên tục tại M0 nếu  ),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx





 

Khi đó điểm M0 gọi là điểm liên tục của hàm số. Ngược lại hàm số không liên tục tại điểm 

M0 thì M0 là điểm gián đoạn của hàm số. 

 

Chú ý: Nếu f(x, y) là hàm số sơ cấp của hai biến x, y thì f(x, y) sẽ liên tục tại mọi điểm 

thuộc miền xác định của nó. 

 

 

5.3   Đạo hàm và vi phân hàm hai biến 

5.3.1   Đạo hàm riêng cấp 1. 

5.3.1.1  Định nghĩa:  

Giả sử hàm số z = f(x, y) xác định trên miền D. Điểm Mo (xo, yo)  D. 

 Cho x0 số gia x  khi đó nhận được  số gia tương ứng: 

  xf = f(x0 +x, yo) – f (xo , yo ) 

Nếu tồn tại x

x 0

flim
x 




= L  hữu hạn thì giới hạn L  được gọi là đạo hàm riêng theo biến x của 

hàm z = f(x, y) tại điểm Mo (xo, yo). 

Ký hiệu:  L  =  z’x(xo, yo ), hay  L = f ’x(xo, yo ), hoặc  L =  0 0
f x , y
x



. 
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Vậy z’x(xo, yo ) = x

x 0

flim
x 




 

 Tương tự ta có định nghĩa đạo hàm riêng theo biến y của hàm z = f(x, y) tại điểm Mo 

(xo, yo). 

Ký hiệu: z’y(xo, yo ), f’y(xo, yo ),  0 0,f x y
y



. 

Vậy z’y(xo, yo )= y
zy

y 


 0

lim =    0 0 0 0, ,f x y y f x y
y

 


 

 Giả sử hàm z = f(x, y) có đạo hàm riêng theo biến x và y tại mọi (x, y) D. Khi đó các 

hàm số z’x(x, y), z’x(x, y ) cũng là các hàm 2 biến xác định trên D và được gọi là các 

đạo hàm riêng cấp một của hàm số  z = f(x, y). 

  

5.3.1.2  Quy tắc tính đạo hàm riêng cấp một : 

Khi tính đạo hàm riêng cấp một của hàm hai biến (hay hàm nhiều biến) theo một 

biến  nào đó thì ta xem các biến còn lại  là hằng số và sử dụng các công thức, các quy tắc 

tính đạo hàm như của hàm một biến đối với biến đã chọn. 

 

 Ví dụ: 

 Tính các đạo hàm riêng của các hàm số sau theo các biến: 

1) 3y sin 2yz x    2) 3x 2yz ln sin
y


   3) 3x yxz e arctg(xy)
2x 3y

 


 

4)  2 2z ln x x y    5)   4x 3yz 3sin2x+5y   6) 2 3 2 3z x y 3x y    

7)
2 2

xz arcsin
x y




 

Giải:  

1)  3y sin 2yz x   

 Tính '
xz : Xem y là hằng số, x là biến, ta có:    ' 3y sin2y 1

xz 3y 2sin 2y .x     

 Tính '
yz : Xem x là hằng số, y là biến, ta có:    ' 3y sin2y

yz 3 2cos2y .x .ln x   

2)   3x 2yz ln sin
y


 . 

 - Tính '
xz : Xem y là hằng số, x là biến, ta có:  
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'

' x
x

3x 2y 3 3x 2ysin cos
y y y 3 3x 2yz cot g

3x 2y 3x 2y y ysin sin
y y

        
 

 

 - Tính '
yz : Xem x là hằng số, y là biến, ta có: 

'

3
y'

y 3

3x 2y 3x 1 3x 2ysin cos
y y y2 y 3x 1 3x 2yz .cot g3x 2y 3x 2y y y2 ysin sin
y y

                    
   

 
 

Hoàn toàn tương tự cho các ví dụ còn lại 

 

5.3.2  Đạo hàm riêng cấp 2 

5.3.2.1  Định nghĩa : 

Cho hàm số  z  = f(x, y) xác định trên miền D  R2. 

Giả sử hàm  z = f(x, y) có các đạo hàm riêng cấp 1:  fx’, fy’ trên D. 

Khi đó nếu fx’, fy’ lại có các đạo hàm riêng theo biến x và y thì các đạo hàm riêng này được 

gọi là đạo hàm riêng cấp 2 của hàm số z = f(x, y). 

Có 4 đạo hàm riêng cấp 2  ( được định nghĩa và có các ký hiệu sau): 

  2

2
' '' ''
x xx2 x

f ff ( ) f f
x x x x
   

   
   

: đạo hàm vuông 

 
2

' ''
y yx

f ff ( ) f
x x y x y
   

  
    

: đạo hàm chữ nhật 

 
2

' ''
x xy

f ff ( ) f
y y x y x
   

  
    

: đạo hàm chữ nhật 

  2

2
' '' ''
y yy2 y

f ff ( ) f f
y y y y
   

   
   

 : đạo hàm vuông 

 

5.3.2.2   Định lý Schwarz:  (điều kiện để   fxy’’ = fyx’’ hay kết quả đạo hàm không phụ 

thuộc vào thứ tự lấy đạo hàm.  ) 

Xét hàm  z = f(x, y). Nếu tồn tại một lân cận của điểm Mo (xo, yo) để hàm số z = f(x, y) có 

các đạo hàm riêng cấp 2 :    fxy’’, fyx’’ và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại Mo (xo, yo)  

thì  fxy’’ = fyx’’ . 

- Chú ý : Tất cả các hàm số xét trong chương trình học đều thỏa mãn định lí trên. 
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Ví dụ: Tính các đạo hàm riêng đến cấp 2 của các hàm số: 

1)  z =  22 2x y  2)  2 2lnz x y   3) yz x  4) 2

osxx yz e c   5) xarctg
y

z   

Giải: 

1)  Các đạo hàm riêng cấp 1: 

  ' 2 2 3 2
xf 2.2x. x y 4x 4xy        ;   ' 2 2 3 2

yf 2.2y. x y 4y 4x y     

Từ đó ta có:  

   
   

' ''' ' 3 2 2 2
xx x x x

' ''' ' 3 2
xy x y y

f f 4x 4xy 12x 4y

f f 4x 4xy 8xy

    

   
  

   
   

' ''' ' 3 2
yx y x x

' ''' ' 3 2 2 2
yy y y y

f f 4y 4x y 8xy

f f 4y 4x y 12y 4x

   

    
 

Nhận xét: '' ''
yxxyf f . 

2) Ta có: 

 
 '2 2

' x
x 2 2 2 2

x y 2xf
x y x y


 

 
  

 '2 2

y'
y 2 2 2 2

x y 2yf
x y x y


 

 
 

 
 

 
 

' 2 22 2
''
xx 2 22 2 2 2 2 2

x

2 y x2x x y 2x.xf 2.
x y x y x y

   
      

  
 

'
''
xy 22 2 2 2

y

2x 4xyf
x y x y

 
     

 

 
 

'
''
yx 22 2 2 2

x

2y 4xyf
x y x y

 
     

     
 

' 2 2
''
yx 22 2 2 2

y

2 x y2yf
x y x y

 
    

 

Nhận xét: '' ''
xy yxf f . 

- Hoàn toàn tương tự cho các ví dụ còn lại. 

 

 Như vậy :   nếu f(x, y) là  hàm sơ cấp của các biến ta luôn có kết quả '' ''
yxxyf f  tức là đạo 

hàm riêng các cấp của f(x, y) sẽ không phụ thuộc vào thứ tự lấy đạo hàm.  

 

5.3.3  Vi phân toàn phần và ứng dụng. 

5.3.3.1   Định nghĩa:  

Giả sử hàm số z = f(x, y) xác định trên miền D. Điểm Mo (xo, yo) D. 

Cho x0 số gia x,   y0 số gia y. Khi đó nhận được số gia của hàm số: 

  f = f(x0 +x, y0 +y) – f (x0, y0) 

 Nếu f có thể biểu diễn được dưới dạng: 

            f = Ax + By + ()  với 2 2x y      
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trong đó A, B là hằng số chỉ phụ thuộc x0, y0 và  () là VCB cấp cao hơn  khi →0    thì  

biểu thức A x +By  gọi là  vi phân toàn phần  của z  =  f(x, y) tại điểm Mo (xo, yo) 

và  hàm   z = f(x, y) được gọi là  khả vi tại Mo (xo, yo) 

    Ký hiệu:  df  =  A x + By 

Ví dụ :  

Xét tính khả vi của hàm số z = xy tại điểm M(1, 2) 

Giải : z = f(x0 +x, y0 +y) – f (x0, y0) 

             1 2 2
2

x y
x y x y

     

      
 

Chọn A = 2,  B = 1,  () = x y    có 
   2 2x 0

y 0

x ylim 0
x y 

 

 


  
 =>  () là VCB cấp cao 

hơn  khi →0     

Vậy z = xy   khả vi tại M(1, 2) và df = 2x +y 

5.3.3.2   Định lí  

 Nếu z = f(x, y) khả vi tại Mo(xo, yo) thì tại đó tồn tại các đạo hàm riêng x 0 0f (x , y ) ,  

y 0 0f (x , y )      và  df = x 0 0f (x , y ) x  +   y 0 0f (x , y ) y. 

 Ngược lại nếu  f(x,y) có các đạo hàm riêng  xf (x, y)  và yf (x, y)  liên tục tại M0(x0,y0) thì  

f(x,y) khả vi tại M0(x0,y0)  

 

Xét  z = x và z = y ta có : dx = x, dy = y. Vậy df = 0 0

f (x , y )
x



dx+ 0 0

f (x , y )
y



dy  

df = x 0 0f (x , y ) dx+   y 0 0f (x , y ) dy 

được  gọi là biểu thức vi phân toàn phần của   z = f(x, y) 

 

Ví dụ : Tìm biểu thức vi phân toàn phần của : 

z = xy   dz ydx xdy    

z = 3cosxy  dz 3ysinxydx-3x sinxydy    

z = 2x2cosy + 
2xye  

z = (x + cosy)3x 
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5.3.3.3   Ứng dụng vi phân toàn phần tính gần đúng  

  Giả sử hàm số z = f(x, y) khả vi tại (x0, y0) và fx’(x0, y0), fy’(x0, y0) không đồng thời 

bằng 0. 

Ta có: z = f(x0 +x, y0 +y) – f (x0, y0) = fx’x + fy’y +  ()  

 với 2 2x y      

Nếu x, y khá bé thì 

 f(x0 +x, y0 +y) – f (x0, y0)   fx’(x0, y0)x + fy’(x0, y0)y = df 

 Suy ra:  

       o o o o x o o y o of x x, y y f x , y f ' x , y . x f ' x , y . y          

 

Công thức trên gọi là công thức tính gần đúng nhờ vi phân toàn phần. 

Như vậy, với  x = ox  x  , y =  oy y  thì  giá trị của hàm f(x,y) tại điểm  M(x, y) - khá 

gần   M0(x0, y0) – sẽ được tính thông qua các giá trị của hàm số và các đạo hàm riêng fx’  

và fy’ tại M0 

 

Ví dụ: Tính gần đúng:  A = (1,05)2,96  

Giải :  

- Chọn f(x, y) = xy, xo=1, yo = 3 suy ra x = 0,05; = -0,04y    

Vậy A = f(1 + 0,05 , 3 – 0,04 ). 

-   ' y-1 ' ' '1,3 1, yx , ln (1,3) 3, (1,3) 0y
x y x yf f f x x f f       

- Áp dụng công thức tính gần đúng : 
' '(1,3) (1,3) (1,3)

1 3.0,05 0.0,04
1,15

x yA f f x f y    

  


 

Chú ý: 

 Để áp dụng vi phân vào tính gần đúng ta cần chú ý: 

 Chọn dạng biểu thức hàm số f(x,y) 

 Chọn điểm Mo(xo, yo) sao cho giá trị của hàm và các đạo hàm riêng của nó tại điểm  

M0 có thể tính được thuận lợi. Từ đó xác định số gia của các đối số: ,x y   

 Áp dụng công thức tính gần đúng: 

        o o o o x o o y o of x x, y y f x , y f ' x , y . x f ' x , y . y          
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Ví dụ   

Tính  1,97arctg 1
1,02
 

 
 

 

Giải :  

- Chọn hàm số : Ta nhận xét rằng 1,97arctg 1
1,02
 

 
 

là giá trị của hàm  

Z = f(x,y) = xarctg 1
y

 
 

 
   tại điểm M(1,97 ; 1,02). 

-Chọn điểm Mo(2, 1) khi đó  

  x = 1,97 - 2 = - 0,03    y =1,02-1= 0,02  

-Tính  

   
'
x 2 22

1
yyf

1 x / y 1 y x y
 

   
    

 
'
y 22

xf
y x y


 

 

Vậy 

   
 

' '
x o x 22

1f M f 2,1 0,5
1 2 1

  
 

   ;    ' '
y yf f 2,1 1      ;    of (M ) f (2,1) arctg1=

4


   

-Áp dụng công thức tính gần đúng :  

     

' '
o o x o y o

1,97arctg 1 f (M ) f (M ) f (M ). x f (M ). y
1,02

/ 4 0,5 . 0,03 1. 0,02
0,75

 
       

 
    



 

Bài tập tương tự :  

3)   ),(),( , chọn f(x, y) = 3 3
o ox y , x 1, y 4, x 0,02, y 0,03        . 

4) sin620 arctg1,02, chọn f(x, y) = sinx.arctgy, o ox / 3, y 1, x / 90, y 0,02         

5) 3 4ln( 1,02 0,92 1)  , chọn f(x, y) =  3 4
o oln x y 1 , x 1, y 1, x 0,02, y 0,08          

 

 

5.4   Cực trị của hàm hai biến 

5.4.1   Định nghĩa điểm cực trị. 

Cho hàm hai biến z = f( x, y ) xác định trong miền D.  M( x0, y0) là một điểm trong 

của D. 
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 Hàm z = f( x, y ) gọi là đạt cực đại (CĐ) tại M0  nếu tồn tại một lân cận U của 

M0 sao cho f( x, y ) ≤  f( x0, y0) với  ( x, y )U. Điểm M0 gọi là điểm cực đại 

của hàm z = f( x, y ). 

 Hàm z = f( x, y ) gọi là đạt cực tiểu (CT) tại M0  nếu tồn tại một lân cận U của 

M0 sao cho f( x, y )  f( x0, y0) với  ( x, y ) U. Điểm M0 gọi là điểm cực tiểu 

của hàm z = f( x, y ). 

 Hàm z = f( x, y ) đạt cực đại hay cực tiểu tại M0   gọi là hàm đạt cực trị tại M0. 

Điểm cực đại hay cực tiểu gọi chung là điểm cực trị. 

 

5.4.2   Định lí 1( Điều kiện cần của cực trị). 

    Nếu hàm số z = f( x, y ) đạt cực trị tại M0 và tại M0 tồn tại các đạo hàm riêng hữu hạn 

thì các đạo hàm riêng ấy bị triệt tiêu, tức là: fx’(M0) = fy’(M0) = 0. 

Nhận xét: 

 Từ định lý này ta thấy để xét cực trị chỉ cần xét tại những điểm đạo hàm riêng bị triệt tiêu 

và những điểm không tồn tại đạo hàm. Những điểm đó gọi chung là điểm tới hạn hay 

điểm dừng của hàm số. 

 

5.4.3  Định lí 2  (Điều kiện đủ của cực trị). 

 Giả sử hàm z = f( x, y ) xác định trong miền D, M0( x0, y0) là một điểm trong của D. 

 Nếu hàm z = f( x, y ) có đạo hàm riêng liên tục đến cấp hai trong lân cận của M0 và 

fx’(M0) = fy’(M0) = 0 thì: 

Đặt fxx’’(M0) = A;  fxy’’(M0) = B ;  fyy’’(M0) = C,     Khi đó: 
 
 
B2 - AC  A Kết luận về điểm M0 

- M0  là điểm cực đại 
- 

+ M0  là điểm cực tiểu 

+  M0   không  là điểm cực trị 

 0  Chưa kết luận được về điểm M0. Điểm Mo gọi là điểm nghi ngờ. 

 

5.4.4  Qui tắc tìm cực trị địa phương 

Quy tắc tìm cực trị 

Bước 1: Tính zx’ ;  zy’, Tính zxx’’=A, zxy’’= B, zyy’’= C, 2B AC    

Bước 2:Tìm điểm tới hạn hay điểm dừng : 
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 Giải hệ 







0'z
0'z

y

x  Được các nghiệm Mi( xi, yi)  

Bước 3 :  Tại mỗi điểm Mi tính các giá trị : 

        zxx’’(Mi) = Ai; zxy’’(Mi) = Bi;  zyy’’(Mi) = Ci,  i  = Bi
2 – AiCi và kết luận về 

điểm Mi dựa vào định lí 2. 

 

Chú ý: trong trường hợp có nhiều điểm dừng thì ta có thể lập bảng như sau: 

Điểm A B C B2 - AC Kết luận về Mi 

Mi ( xi , yi) Ai Bi Ci Bi
2 – AiCi  

........      

 

Ví dụ: Tìm cực trị địa phương của các hàm số sau: 

 1) yz x y xe         2) 3 3z x y 3xy      

 3) 3 2z x 3xy 30x 18y 1       4) 4 4 2 2z x 2y 14x y 24x 1         

 5) 2 3z x 8xy 4y 10y 1       6) 3 2 3 2z 2y 3xy 2x 3x             

 7) 2 2z x 2y 3xy x 7y 1         8) 3 2z x y 2xy x 2y 4       

Giải: 
y1) z x y xe    

=> y y
x yz ' 1 e ; z ' 1 xe ;      '' '' y '' y

xx xy yyz 0 A, z e B, z xe C         

-Giải hệ: 
' 1 0 0

' 1 0 1

y
x

y
y

z e y

z xe x

     


    
. Vậy hàm số có một điểm dừng M(1, 0). 

-Tính A = 0, B = -1, C = -1, 1 0   . Vậy M(1, 0) không là điểm cực trị. 

 

 3 32) z x y 3xy    
' 2 ' 2
x yz 3x 3y; z 3y 3x     ;   

'' '' '' 2
xx xy yyz 6x A; z 3 B; z 6y C, B AC 9 36xy           

 

-Giải hệ:  
' 2

' 2

3 3 0

3 3 0
x

y

z x y

z y x

   


  
 ta được hai điểm dừng M1(0, 0); M2(1, 1). 
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-Lập bảng: 

Điểm A = 6x 
2B AC  

( 9 36 xy ) 
Kết luận 

M1(0, 0) 0 9 
M1không là điểm cực 

trị. 

M2(1, 1) 6 > 0 9 – 36.36 < 0 
M2 là điểm cực tiểu và 

CTz 1    

 

Kết luận: Vậy hàm số đạt cực tiểu tại M2(1, 1) và 1CTz   . 

3 23) z x 3xy 30x 18y 1      
' 2 2 '
x yz 3x 3y 30; z 6xy 18      

 '' '' '' 2 2 2
xx xy yyz 6x A; z 6y B; z 6x C; B AC 36 y x          

-Giải hệ: 
' 2 2 2 2
x
'
y

z 3x 3y 30 0 x y 10
z 6xy 18 0 xy 3

         
   

 

Hàm số có 4 điểm dừng M1(1, 3);   M2(3, 1);   M3(-1, -3);    M4(-3, -1). 

Lập bảng:  

Điểm A = 6x  2 2 2B AC 36 y x    Kết luận 

M1(1, 3) 6 > 0 + M1 không là điểm cực trị 

M2(3, 1) 18 > 0 - 
M2 là điểm cực tiểu và 

71CTz    

 

M3(-1, -3) 
-6 < 0 + Không đạt cực trị 

M4(-3, -1) -18 < 0 - 
M4 là điểm cực đại và 

zCĐ= 73 

 

Kết luận: Vậy hàm số đạt cực tiểu tại điểm M2(3, 1) và đạt cực đại tại M4(-3, -1). 

- Cách làm tương tự cho các phần còn lại. 
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5.5   Phương pháp bình phương bé nhất ( tối thiểu) 

 Trong khoa học kĩ thuật, ta thường gặp bài toán: tìm mối liên hệ giữa hai đại lượng 

biến thiên x và y. Mối quan hệ đó được biểu diễn dưới dạng hàm số thông qua một loạt các 

thí nghiệm đo đạc. Hàm số đó gọi là hàm thực nghiệm.  

chẳng hạn :  mối liên hệ giữa chiều cao h và tuổi của cây, hay là mối liên hệ giữa thể tích 

của cây với đường kính thân cây khi cây ở độ cao 1,3 mét. 

Có nhiều phương pháp xây dựng hàm  hàm số từ các số liệu thực nghiệm và một trong 

các phương pháp đó là phương pháp bình phương bé nhất. 

 

5.5.1 Nội dung phương pháp bình phương bé nhất  

5.5.1.1 Bài toán:  

Hai đại lượng x, y qua thực nghiệm có mối quan hệ số theo bảng:  

x    x1         x2          x3 …..………xn 

y    y1            y2          y3 …………. yn 

 

Giả sử về mặt lí thuyết,  x và y có mối quan hệ dạng y = F(x), trong đó quy luật  F   ta chưa 

được biết cụ thể. Ta biết rằng, nếu F(x) có đạo hàm đến bậc  n  tại x thì có thể xấp xỉ   F(x) 

bằng một đa thức  dạng Tay – lo hoặc Mắc- lo –ranh : 

    F(x)    f(x) =   a0  + a1x + a2x2 +  ....+ anxn 

 hoặc có thể xấp xỉ f(x)  bằng một  tổng có dạng chuỗi Fourier : 

   F(x)     f(x) =  a0  + a1cosx + b1sinx + a2cos2 x + b2sin2x +   ....+ ancosnx  + bnsinnx 

Như vậy trong các dạng xấp xỉ trên hàm f(x) có chứa các tham số a1 , a2 , ..., b1 , b2 , ...chưa 

biết 

 Đặt i i if (x ) y     gọi là độ lệch giữa điểm lí thuyết   Ni(xi, f(xi)) và điểm thực 

nghiệm Mi(xi, yi).  

Thiết lập   U =        
n

2 2 2 2
1 1 2 2 n n i i

i 1
f (x ) y f (x ) y .... f (x ) y f (x ) y



            (5- 1) 

U được gọi là tổng bình phương các độ lệch. 

 

Yêu cầu đặt ra:   xác định các tham số trong y = f(x) sao cho tổng bình phương các độ 

lệch  U là nhỏ nhất.  

 

Ta có thể mô tả phương pháp trên bằng cách  sau: 
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Trong mặt phẳng Oxy , có các điểm thực nghiệm  Mi(xi , yi ) 

    
Hình 5.6  

Cần xác định các hệ số trong f(x) để cho tổng bình phương khoảng cách từ các điểm thực 

nghiệm  M(xi , yi ) đến đường cong y = f(x) là nhỏ nhất , với điều kiện này ta có thể thay 

bằng tổng bình phương các  độ lệch tung độ   giữa  hàm f(x) lý thuyết   và thực nghiệm tại 

các điểm M(xi , yi )  là nhỏ nhất. 

 

Phương pháp tìm hàm thực nghiệm như trên gọi là phương pháp bình phương bé nhất. 

 

5.5.1.2   Phương pháp bình phương bé nhất  

 Đa thức suy rộng  - nội dung của phương pháp bình phương bé nhất 

 Cho hệ hàm số  { 1(x) ,  2(x), ...., m(x) }  trong đó các hàm số  k(x)   đã được biết.   

 Hàm 
m

m i i
i 1

(x) a (x)


    được gọi là đa thức suy rộng trên hệ hàm cơ sở  

     { k(x)} , k = 1,m   

Hai đại lượng x, y qua thực nghiệm có mối quan hệ số theo bảng:  

x    x1         x2          x3 …..………xn 

y    y1            y2          y3 …………. yn 

 

Thay các giá trị   xi  vào các hàm   k(x) thì ta được các véc tơ  k (x)
  : 

 1(x)
 =  ( 1(x1) ,  1(x2) ,  1(x3) , ......,   1(xn) ) 

 2 (x)
 =  ( 2(x1) ,  2(x2) ,  2(x3) , ......,   2(xn) )  (5.2) 

 .................. 

 m (x)
 =  (m(x1) , m(x2) , m(x3) , ......,  m(xn) ) 
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  Theo (5.1) thì cần xác định các  ak  để cho   

   U   =   
2n m

i k k i
i 1 k 1

y a (x )
 

   
 

     min  (5.3) 

thay (5.2) vào (5.3) và do ak phải thỏa mãn  hệ các phương trình  

   

1

2

3

m

U 0
a
U 0
a
U 0
a

U 0
a

  
     



  


   

      (5.4) 

hay là phương trình   B.A = C , với  

11 12 1m

21 22 2m
rs

m1 m 2 mm

b b ......... b
b b ......... b

B (b )

b b ......... b

 
 
  
 
 
 

   
  ,   

1 1

2 2

m m

c a
c a

C ; A. .
. .

c a

   
   
   
    
   
   
      

gọi  

1

2

n

y
y

y .
.

y

 
 
 
 
 
 
  

  

 

 trong đó   
n n

rs r s r i s i r r i r i
i 1 i 1

b , (x ) (x ) , c y, y (x )
 

                

( ký hiệu  r s, 
   là tích vô hướng  của hai véc tơ  r

   và    s
   )   

Như vậy việc xác định các ak được đưa về giải một hệ phương trình đại số tuyến tính với 

ma trận hệ số là  B – là một ma trận đối xứng , và  vế phải  là C 

 

Trong thực tế người ta thường sử dụng hệ hàm { k(x)} là các đa thức đại số, tức là : 

{ k(x)} = {1,x, x2, x3, ...., xq} , khi đó f(x) = a0 +  a1x + a2x
2 + ....+ amxm  và các hệ số ak sẽ 

là nghiệm của hệ : 

  

n n n n
2 m

0 1 i 2 i m i i
i 1 i 1 i 1 i 1

n n n n
2 m 1

0 i 1 i m i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

n n n n
m m 1 2m m

0 i 1 i m i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

a n a x a x .... a x y

a x a x .... a x x y

..............................................

a x a x .... a x x y

   



   



   

     

    


   


   

   

   






  (5.6) 
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5.5.1.3   Các trường hợp cụ thể  

 f(x) =  a0  +  a1x 

 Trường hợp này, trong công thức (5.6) ứng với  m = 1 và 1(x) = 1 ; 2(x) = x 

  

n n

0 1 i i
i 1 i 1

n n n
2

0 i 1 i i i
i 1 i 1 i 1

a n a x y

a x a x x y

 

  

  

  


 

  
   (5.7) 

Khi đó đường thẳng y = a0 + a1x  tìm được là đường thẳng tốt nhất theo phương pháp 

bình phương tối thiểu 

 

Ví dụ 1: Giả sử y = a0 + a1x . Hãy xác định a và b theo phương pháp bình phương bé nhất 

biết kết quả thực nghiệm được cho trong bảng sau: 

x -2          0            1            2              5 

y 0,5         1           1,5          2              3 

Giải: n = 5. 

Để xác định hệ trên, ta lập bảng sau: 

i xi yi 
2

ix  i ix y  

1 -2 0,5 4 -1 

2 0 1 0 0 

3 1 1,5 1 1,5 

4 2 2 4 4 

5 5 3 25 15 

Tổng 6 8 34 19,5 

 

Vậy ta có hệ  0 1

0 1

5a 6a 8
6a 34a 19,5

 
  

   =>  a0 = 155
134

 ;  a1 = 99
268

 

Do đó hàm thực nghiệm cần tìm là y ≈ 99
268

 x + 155
134

. 

 

 Ví dụ 2: Câu hỏi tương tự với bảng số sau: 

x -1       0       1       2        3          4 

y  1       1       2       1         2         3 

Giải:    n = 6. 

Lập bảng 
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i xi yi 
2

ix  i ix y  

1 -1 1 1 -1 

2 0 1 0 0 

3 1 2 1 2 

4 2 1 4 2 

5 3 2 9 6 

6 4 3 16 12 

Tổng 9 10 31 21 

Vậy ta có hệ:      

12
31 9 21 35
9 6 10 121

105

aa b
a b b

       


.  Vậy y ≈ 12 121
35 105

x   

 f(x) = a0 + a1x + a2x2 

  Trường hợp này ta có  1(x) = 1 ;   2(x) = x ,   3(x) = x2 

Lập bảng: 

TT x  


1(x) 

( 1) 




2(x) 

( x) 




3(x) 

( x2 ) 

 

x3 

 

x4 

y  

( y ) 

 

x.y 

 

x2.y 

1 x1 1 x1 2
1x  3

1x  4
1x  y1 x1y1 2

1 1x y  

2 x2 1 x2 2
2x  3

2x  4
2x  y2 x2y2 2

2 2x y  

... .... ... .... .... .... .... .... .... .... 

n xn 1 xn 2
nx  3

nx  4
nx  yn xnyn 

2
n nx y  

tổng  n 
n

i
i 1

x

  

n
2

i
i 1

x

  

n
3

i
i 1

x

  

n
4

i
i 1

x

  

n

i
i 1

y

  

n

i i
i 1

x y

  

n
2

i i
i 1

x y

  

 

 Giải hệ phương trình sau để  xác định a0  , a1  , a2  
n n n

2
0 1 i 2 i i

i 1 i 1 i 1

n n n n
2 3

0 i 1 i 2 i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

n n n n
2 3 4 2

0 i 1 i 2 i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

a n a x a x y

a x a x a x x y

a x a x a x x y

  

   

   

   

   



  

  

   

   

 

 



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

130 

Ví dụ : 

Xác định hàm số   dạng y = f(x) = a0  +  a1x  + a2x2  theo phương pháp bình phương bé nhất 

dựa theo số liệu thực nghiệm sau : 

x 1 3 6 7 8 13 
y 1 10 52 80 100 300 

 

Lập bảng  

TT 1 x x2  x3 x4  y  x.y x2.y 

         
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 1 3 9 27 81 10 30 90 
3 1 6 36 216 1296 52 312 1872 
4 1 7 49 343 2401 80 560 3920 
5 1 8 64 512 4096 100 800 6400 
6 1 13 169 2197 28561 300 3900 50700 

Tổng 6 38 328 3296 36436 543 5603 62983 
 

Giải hệ : 

  6a0  +   38 a1  + 328 a2   =   543 

38a0  +   328a1  + 3296 a2  =  5603 

328a0 + 3296 a1 + 36436 a2 =  62983 

  Tính được  a0   3,292 

  a1   - 4,08 

  a2    2,07 

 

Vậy   quan hệ giữa x và y theo dạng   y = 3,292   -  4,08x   + 2,07.x2 

 

Nhận xét 

 Phương pháp bình phương bé nhất  áp dụng  được  khi đại lượng  y biểu diễn tuyến 

tính qua đại lượng x  dạng:  
k

i i
i 1

y a (x)


  , với i (x) là các hàm số đã cho. 

Ví dụ các dạng như : 
2

2

2

y ax bx
y ax b
y ax bx c
y asinx + bcosx +

 

 

  


 

Khi đó việc tìm các hệ số ai theo phương pháp bình phương bé nhất sẽ luôn dẫn về một hệ 

phương trình đại số tuyến tính với các ẩn ai. Hệ này là một hệ Cramer nên luôn có duy nhất 

nghiệm. 

 Một số dạng quan hệ  có thể đưa về dạng tuyến tính để áp dụng  được phương pháp 
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bình phương bé nhất. 

 axy   ln y ln x ln a    . Đặt Y = lny, X= lnx, B = lna   =>  đưa về 

dạng Y X B    

 bxy ae  đưa về dạng    Y AX B    trong đó Y = lny,   X = x,    A = -b,  

     B = lna… 

Ví dụ 3: ( sinh viên tự giải) 

Giả sử y = ax2 + b. Hãy lập hệ phương trình xác định a và b theo phương pháp bình 

phương bé nhất và xác định a, b biết kết quả thực nghiệm được cho trong bảng sau: 

x 1           2          3           4              5 

y 1.3      9.8     25.1      45.5        73.2 

Ví dụ 4:   ( sinh viên tự giải) 

Giả sử y = ax2 + bx. Hãy lập hệ phương trình xác định a và b theo phương pháp bình 

phương bé nhất và xác định a, b biết kết quả thực nghiệm được cho trong bảng sau: 

x -2          -1            0            1              2              3 

y 6,5         0,5          0,2         3,5          9,5            21,1 

 

Bài tập tương tự:  

1) y = ax + b với bảng  

 
X -1 1 2 3 4 5 

y -7.7 2.3 6.8 12.5 17.1 21.9 

 

Đáp số: hệ 56 14 239
14 6 52.9

a b
a b
 

  
    suy ra a = 4.95, b = -2.74. 

 

2) y = ax2 + b với bảng  

X -1 0 1 2 -2 3 

Y 5.1 2.5 4.5 13.8 14.2 29.5 

 

ĐS: hệ: 115a 19b 387.1 a 3.04
19a 6b 69.6 b 1.97

   
    
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3) y = ax2 + bx với bảng 

X 1 -2 3 -1 5 6 

Y -1.8 15.5 6.3 6.2 29.5 47.7 

 

ĐS: hệ: 2020a 360b 2577.8 a 1.965
360a 76b 413.6 b 3.86

   
     

 

 

BÀI TẬP CHƯƠNG 5 : HÀM HAI BIẾN 
 

Bài 1: Tìm miền xác định và biểu diễn chúng lên mặt phẳng Oxy. 

1) 
2

2 2
1 xz
a y





  2) y 1z arcsin
x


  3) 2 2 2

1z
R x y


 

 4) 
2

1 1 1z
x y x y

  


 

5) 1 1z
x y x y

 
 

 6) 2 2 2 2z 4 x y x y 1        7) z ln xy  

8) 2 2

2 2

1z x y 1
2x x y

   
 

 

Bài 2: Biểu diễn các miền phẳng sau lên mặt phẳng tọa độ 0xy : 

1)   2D x, y :0 x 1, x y x      2)   2D x, y :0 x 1, 2x x y 1        

3)   D x, y :1 x 2, 2x y 2x 3       4)   2D x, y :0 x 2, 2x x y 2x       

5)   2D x, y :0 x 1, x y 2x      6)   2 2 2 2 2D x, y :x y 2ax, x y a      

7)   2 2 2 2D x, y : x y 2x, x y 2y      

 

Bài 3: Tính các đạo hàm riêng của các hàm số sau theo các biến: 

1) 
3 3

2 2
x yz
x y





 2) 2 2z ln(x x y )    3) yz arctg

x
   4) yz x  

5) yz (1 xy)   6) yxz x  7)  x 3y2 4 2z x y 3y x e     8) 2 2 2u x y z    

9)    3x 2yz 2x 3sin xy e     10) x az ln sin
y

 
   

 
  11)   3xe ln xyz x sin y 

   

12)  2 3 2 3x x 3x yz a  
  13) 

3
xx yz e .arctgy

y x


 


 14)  
x
yz = tg x+y . e  15)   z xy.ln xy  

16) yz = arctg
x+2y

  17)  
2 2

xz arcsin
x y

  18)    
3yz x 2y x 0    



Bài giảng Toán cao cấp - Dùng cho các  ngành QTKD, Kinh tế, Kế toán và QLĐĐ  
 

 
Biên soạn : Vũ Khắc Bảy – Bộ môn Toán  ĐHLN 

133 

Bài 4: Tính các đạo hàm riêng cấp hai của các hàm số sau: 

1) 2 2 31z (x y )
3

    2) 2 2z ln(x x y )     3) x yz
x y





 

4) 
2 2

1z
x y




  5)  22 2z x y     6)  2x yz e cos x +3y   

7)  2 2z ln x y    8)  x y2 2z x y .e      9) x + yz arctg
1-xy

  

Bài 5: Tìm vi phân toàn phần của các hàm số sau: 

1)  2 2z sin x y   2)  xz e cosy + xsiny  3) yz ln tg
x

   4) x+yz arctg
x-y

  

Bài 7: Tính gần đúng giá trị các biểu thức sau: 

1)   3 4ln 1,03 0,98 1    2) 2,03(1,04)    3) 0,02 25.e (2,03)  

4)    2 23 1,02 0,05   5) 1,97arctg 1
1,02
 

 
 

  6)  1,991,04 ln(1,02  

Bài 8:   Tìm cực trị địa phương của các hàm hai biến sau: 

 1) z = 4(x - y) – x2  – y2   2) z =  x2 + xy + y2 + x – y + 1  

 3) z = x  + y – xey    4) z = 2x 4 + y 4 – x2 - 2y2   

 5) 3 2z x 3y x 15x 12y         6) 3 3z x y 9xy 20     

 7) 2 3z 2y 4xy 2x 2x       8) 3 2z x 3y x 39x 36y        

 9) 3 3z x y 3xy        10)  24 4z x y 2 x y 5        

 11) 3 2z 3y 4x y 24xy 1      12) 2 3z x 8x y 13y 8xy 9       

 4 4 2 213) z x y 2x 4xy 2y        2 214) z 1 6x x xy y      

  3 215) z x y 6 x y ,x 0, y 0      2 216) z x y xy y    

 

Bài 8: 

  Hai đại lượng x, y có mối quan hệ bậc nhất với nhau y =  ax + b và có bảng giá trị tương 

ứng sau:  

x 1 2 3 4 5 6 

y 2 4.9 7.9 11.1 14.1 17 

 

Xác định giá trị a, b theo phương pháp bình phương bé nhất. 
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Bài 9:  Câu hỏi tương tự bài 8 với bảng số  

x 1 2 3 4 5 

y 2.9 6.1 9.2 11.8 16 

 

 

Bài 10: Hai đại lượng x, y có mối quan hệ bậc hai với nhau y = ax2 + b và có bảng giá trị 

tương ứng sau:  

  

x 1 2 3 4 5 

y 0.1 3 8.1 14.9 23.9 

 

Xác định giá trị a, b theo phương pháp bình phương bé nhất. 

 

Bài 11: Hai đại lượng x, y có mối quan hệ bậc hai với nhau y = ax2 + bx + c và có bảng giá 

trị tương ứng sau:  

 

x 1 2 3 4 5 

y 2.9 8.9 19.1 33.2 50.8 

Xác định giá trị a, b theo phương pháp bình phương bé nhất. 

 

Bài 12: Hai đại lượng x, y có mối quan hệ bậc hai với nhau y = ax2 + bx và có bảng giá trị 

tương ứng sau:  

 

x 1 2 3 4 5 6 

y 4,9 16,5 33 55,5 84 119 

 

Xác định giá trị a, b theo phương pháp bình phương bé nhất. 
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