
CHƢƠNG 1: ÔN TẬP ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 

1.1. Ma trận - Định thức 

1.1.1. Định nghĩa ma trận, các khái niệm khác liên quan 

 Định nghĩa ma trận: Ma trận là một bảng số thực có m dòng n cột. Ma trận thƣờng 

đƣợc ký hiệu bằng các chữ cái : A , B , …, X, Y,… ; còn các phần tử (các số thực) 

thƣờng đƣợc ký hiệu bằng các chữ thƣờng : a , b , …, x , y , ….  

 Phần tử hàng i (từ trên xuống), cột j (từ trái qua phải) ta ký hiệu : aij – chỉ số hàng 

trƣớc, chỉ số cột sau. Các phần tử của ma trận đƣợc nằm trong dấu [ ], hoặc ( ), hoặc || ||, 

nó có dạng: 
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 Cỡ, cấp, đƣờng chéo chính: Ma trận có m hàng và n cột thì cỡ của ma trận là m  n. 

Khi m = n (số hàng bằng số cột) thì A gọi là ma trận vuông cấp n. 

Cho ma trận A vuông cấp n. Khi đó các phần tử a11 , a22 ,…, ann nằm trên một đƣờng 

thẳng gọi là đường chéo chính của A, các phần tử a11 , a22 ,…, ann gọi là các phần tử chéo. 

(Chú ý : Khái niệm về đƣờng chéo chính chỉ có trong ma trận vuông) 

 Ma trận tam giác: trên, dƣới, ma trận chéo, ma trận đơn vị 

Cho ma trận A vuông cấp n: 

Ma trận tam giác trên: Nếu A có các phần tử phía dƣới đƣờng chéo chính đều bằng 0 

(tức là: aij = 0 với mọi i > j). Ví dụ: 
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Ma trận tam giác dưới: Nếu A có các phần tử phía trên đƣờng chéo chính đều bằng 0 

(tức là: aij = 0 với mọi i < j). Ví dụ: 
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Ma trận chéo: Nếu A có các phần tử ngoài đƣờng chéo chính đều bằng 0. Ma trận chéo 

vừa là ma trận tam giác trên vừa là ma trận tam giác dƣới. Ví dụ: 
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Ma trận đơn vị: là ma trận chéo có các phần tử trên đƣờng chéo chính đều bằng 1. 

Ký hiệu: In là ma trận đơn vị cấp n. Ví dụ: 
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 Ma trận chuyển vị, ma trận đối xứng: 

Ma trận A vuông cấp n gọi là ma trận đối xứng nếu aij = aji, với mọi i, j =1...n (các cặp 

phần tử đối xứng qua đƣờng chéo chính thì bằng nhau). Ví dụ: 
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Cho A là ma trận cỡ m n. Ma trận chuyển vị của A là ma trận cỡ n  m có đƣợc từ A 

bằng cách chuyển hàng thành cột, chuyển cột thành hàng, ký hiệu A
T
. Ví dụ: 
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Nhận xét: A là ma trận đối xứng khi và chỉ khi A = A
T
. 



 Ma trận con 

Ma trận B gọi là ma trận con của A nếu B có đƣợc từ A bằng cách bỏ đi một số hàng, 

một số cột. Ví dụ: 
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Ma trận hàng: Là ma trận chỉ có một hàng: A1n = [a1 a2 .... an] 

Ma trận cột. Là ma trận chỉ có một cột: 
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1.1.2. Các phép toán trên ma trận 

 Phép bằng nhau: Hai ma trận gọi là bằng nhau nếu chúng cùng cỡ (cùng cấp) và các 

phần tử tƣơng ứng ở cùng vị trí thì bằng nhau. Ví dụ: 

2 0
;

1 4

0, 4, 2, 1

a c
A B

b d

A B a b c d

   
    

   

      

 

 Phép cộng, trừ: Cho A và B là hai ma trận cùng cỡ m×n , A = (aij)m × n, B = (bi j)m × n . 

Tổng của hai ma trận A và B là ma trận cùng cỡ A+B = (aij + bi j)m × n . Tƣơng tự, hiệu 

của 2 ma trận là A–B = (aij – bij)m × n 

Ví dụ: 
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Cộng (hoặc trừ) hai ma trận cùng cỡ: ta cộng (hoặc trừ) các phần tử ở vị trí tương 

ứng với nhau. 

Tính chất. 

Giả sử A, B, C là các ma trận cùng cỡ. Khi đó: 

1) A + B = B + A 



2) (A + B) + C = A + (B + C) 

3) A +  =  + A = A 

4) A + (–A) = (–A) + A =  

 Phép nhân ma trận với một số thực: Cho ma trận A = [ai j] m × n và số thực k. Khi đó, tích 

của số thực k với ma trận A là ma trận kA = [kaij] m × n . 

(Tức là: muốn thực hiện phép nhân ma trận với một số thực k, ta nhân tất cả các phần 

tử của ma trận với k.) 

Ví dụ: 
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Tính chất 

Giả sử A, B là các ma trận cùng cỡ và k, t là các số thực bất kì. Khi đó: 

 k (A + B ) = k A + k B 

 ( k + t) A = kA + tA 

 k( tA ) = kt (A ) 

 1.A = A 

 0.A =  

 Phép nhân 2 ma trận: Cho hai ma trận A = (aij) m × p và B = (bij) p × n (số cột của ma trận A 

bằng số hàng của ma trận B). Khi đó, tích của hai ma trận A và B là ma trận C = (cij) m × 

n trong đó: i1 1 i2 2 ip
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Tính chất 

 Phép nhân hai ma trận nói chung không có tính chất giao hoán. 



 A ( B + C ) = AB + AC 

 ( A + B ) C = AC + BC 

 ( AB )C = A ( BC ) 

 ( kA ) B = A ( kB ) = k ( AB )  

 AI = IA = A 

 (AB)
T
 = B

T
 A
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 Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận: 

1. Đổi chỗ hai hàng (hai cột) cho nhau. 

2. Nhân một hàng (một cột) với một số khác không. 

3. Nhân một hàng (một cột) với một số rồi đem cộng vào một hàng khác (cột khác). 

Chú ý: Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận đóng vai trò rất quan trọng khi tính định 

thức, khi giải hệ phƣơng trình đại số tuyến tính... 

1.1.3. Định thức 

 Định nghĩa: Cho ma trận vuông cấp n: A = (aij)n  n . 

Kí hiệu Mij là ma trận con cấp (n – 1) có đƣợc từ ma trận A khi bỏ đi hàng i, cột j. 

( khi đó Mij đƣợc gọi là ma trận con của A ứng với phần tử aij ) 

Ví dụ: 
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Khi đó, định thức cấp n của ma trận vuông  A, kí hiệu là: det(A) hay |A|, là một số thực 

đƣợc định nghĩa một cách qui nạp nhƣ sau: 

a) Định thức cấp 2. 

11 12 11 12

11 22 12 21

21 22 21 22

det( )
a a a a

A A A a a a a
a a a a

 
      
 

 

b) Định thức cấp 3 :  
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c) Định thức cấp n: 

 Công thức khai triển định thức theo hàng thứ i ( i = 1, 2,…, n ) 

det(A) = |A| = (-1)
i+1 

ai1det(Mi1) + (-1)
i+2 

ai2det(Mi2) +…+ (-1)
i+n 

aindet(Min) 

 Công thức khai triển định thức theo cột thứ j ( j = 1, 2,…, n ) 

det(A) = |A| = (-1)
1+j 

a1jdet(M1j) + (-1)
2+j 

a2jdet(M2j) +…+ (-1)
n+j 

anjdet(Mnj) 

Trong đó Mij là ma trận vuông con cấp (n - 1) có đƣợc từ A bằng cách bỏ đi hàng thứ i, 

cột thứ j. 

Ví dụ: 
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 Các tính chất cơ bản của định thức: 

Tính chất 1: det(A) = det(A
T
) 

Hệ quả: Mọi tính chất của định thức nếu đúng cho hàng thì cũng đúng cho cột và ngƣợc 

lại. 

Tính chất 2: Đổi chỗ hai hàng (hai cột ) của định thức cho nhau thì định thức đổi dấu. 

Tính chất 3: Khi nhân các phần tử của một hàng (một cột ) với cùng một số k thì định 

thức đƣợc nhân lên k lần. 

Hệ quả. Nếu các phần tử của một hàng (một cột ) có thừa số chung thì có thể đƣa thừa 

số chung đó ra ngoài dấu định thức. 

Tính chất 4: Khi tất cả các phần tử của một hàng (một cột) có dạng tổng của hai số 

hạng thì định thức có thể phân tích thành tổng của hai định thức nhƣ sau: 
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Tính chất 5: Định thức của ma trận sẽ bằng không nếu thoả mãn một trong các điều 

kiện sau: 

- Có một hàng (một cột) gồm toàn là số không. 

- Có hai hàng (hai cột) giống nhau. 

- Có một hàng (một cột) là tổ hợp tuyến tính của các hàng khác (cột khác): 

( Đại lượng a là tổ hợp tuyến tính của các đại lượng b1 ,b2 ,....,bn , nếu tồn tại n số 

thực k1, k2 , ... , kn  để cho a = k1b1 + k2b2 +…+ knbn ) 

Tính chất 6: Định thức của ma trận sẽ không thay đổi nếu nhân k vào một hàng (một 

cột) rồi đem cộng vào một hàng khác(cột khác). 

Tính chất 7: Định thức của ma trận tam giác bằng tích các phần tử chéo 

Tính chất 8: Nếu A, B là hai ma trận vuông cấp n thì det(AB) = det(A).det(B) 

 Tính định thức bằng các phép biến đổi sơ cấp 

Biến đổi sơ cấp 

1. Nhân một hàng với một số k ≠ 0 

2. Đổi chỗ 2 hàng 

3. Nhân k với hàng x rồi đem cộng vào hàng y 

Tác dụng 

Định thức nhân k 

Định thức đổi dấu 

Định thức không đổi 
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Nhận xét : Nếu tính định thức bằng việc sử dụng công thức khai triển theo hàng (hay cột) thì 

khối lƣợng tính sẽ rất lớn ( khi n ≥ 4 ). Vì vậy ta sử dụng các phép biến đổi sơ cấp của ma 

trận để đƣa ma trận về dạng tam giác, khi đó định thức của ma trận tam giác bằng tích các 

phần tử trên chéo chính. Các bƣớc tính định thức nhƣ sau: 

Bước 1: Áp dụng các phép biến đổi sơ cấp đƣa định thức về dạng định thức ma trận tam giác, 

nhớ ghi lại tác dụng của các phép biến đổi sơ cấp đƣợc sử dụng. 

Bước 2: Tính giá trị định thức dạng tam giác và kể cả tác dụng tổng hợp của các phép biến 

đổi sơ cấp để sử dụng. 

1.1.4. Phần phụ đại số của một phần tử, ma trận phụ hợp 

Cho ma trận A vuông cấp n. Đặt: 

 Mij là ma trận có đƣợc từ ma trận A khi bỏ đi hàng i, cột j 

 Aij = (-1)
i + j

 det(Mij) 

Aij gọi là phần phụ đại số của phần tử aij . 

Ma trận phụ hợp của ma trận A là ma trận Ã = (Ai j)
T
 với Aij là phần phụ đại số của phần tử 

aij trong ma trận A. 

Ví dụ : Tìm ma trận phụ hợp của ma trận sau: 
1 2

3 4
A
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Giải: 

Tìm các phần phụ đại số: A11 = 4, A12 = -3, A21 = -2, A22 = 1. 

Suy ra ma trận phụ hợp của A là: 
4 3 4 2

A
2 1 3 1

T
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Ghi nhớ :  Nếu A là ma trận vuông cấp 2 thì ma trận phụ hợp của A là Ã sẽ có đƣợc từ A khi 

các phần tử chéo chính đổi chỗ , các phần tử chéo phụ đổi dấu. 

Ví dụ : Tìm ma trận phụ hợp của ma trận sau 
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6 3 4

5 2 3

A

 
 


 
   

 

Giải: 
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1 1

11 12 13

3  4
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1.1.5. Ma trận nghịch đảo 

 Định nghĩa ma trận nghịch đảo: 

Cho A là ma trận vuông cấp n. Nghịch đảo của ma trận A (nếu tồn tại) là một ma trận vuông 

cấp n đƣợc ký hiệu là A
-1

, sao cho AA
-1

 = A
-1

A = In (trong đó In  là ma trận đơn vị cấp n), khi 

đó nói rằng ma trận A là khả đảo. 

Tính chất: 

Nếu A có ma trận nghịch đảo là A
-1

 thì A
-1

 cũng khả đảo và nghịch đảo của A
-1

 là (A
-1

)
-1

 = A 

Nghịch đảo của một ma trận vuông nếu có là duy nhất. 

Nếu A và B đều có nghịch đảo thì: 

+) (A
-1

)
-1

 = A 

+) (AB)
-1

=B
-1

A
-1

 

+) (kA)
-1

 = 
1

k
A

-1 

 Điều kiện cần và đủ để tồn tại ma trận nghịch đảo 

Định lý: Điều kiện cần và đủ để ma trận vuông khả đảo là định thức của nó khác không. 

 Cách tìm ma trận nghịch đảo: dùng ma trận phụ hợp và phƣơng pháp Gauss – Jordan 

Phương pháp ma trận phụ hợp. 

Định lý: Nếu ma trận vuông A có det(A) ≠ 0 thì A có ma trận nghịch đảo A
-1

 đƣợc tính bởi 

công thức: 
1 1

det( )
A A

A

   

Ví dụ : Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận 
1 2

3 4
A

 
  
 

 

Giải: Có det(A) = 4 – 6 = – 2 
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1

2 1
4 21 1

3 1
3 1det 2

2 2

A A
A



 
           

 

 

Chú ý: Phƣơng pháp này đƣợc áp dụng để tìm ma trận nghịch đảo của những ma trận cấp nhỏ 

(cấp n ≤ 3). 

Phương pháp Gauss-Jordan 

Để tìm ma trận nghịch đảo của A ta làm nhƣ sau: 

 Bƣớc 1: Viết ma trận đơn vị I cùng cấp với A bên cạnh ma trận A nhƣ sau: (A | I ) 

 Bƣớc 2: Áp dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng đƣa dần phần ma trận A về ma trận tam 

giác trên   ma trận chéo   ma trận đơn vị. Tác động đồng thời các phép biến đổi đó vào 

phần ma trận I. 

 Bƣớc 3: Khi ở phần ma trận A (ban đầu) xuất hiện dạng ma trận đơn vị I thì ở phần ma trận I 

(ban đầu) xuất hiện ma trận A
-1

 (tức là: (A | I ) ...(I | A
-1

) 

Ví dụ : Tìm ma trân nghịch đảo của 

1 2 3

2 5 3

1 0 8

A

 
 


 
 
 

 theo phƣơng pháp Gauss – Jordan. 

Giải: 

Hàng thứ 1:  1 2 3  1 0 0 

Hàng thứ 2:  2 5 3  0 1 0 

Hàng thứ 3:  1 0 8  0 0 1 

 

Hàng thứ 1:  1  2  3   1 0 0 

( -2 ) * hàng 1 + hàng 2  0 1 -3  -2 1 0 

( -1 ) * hàng 1 + hàng 3  0 -2 5  -1 0 1 

 

Hàng thứ 1  1 2 3  1 0 0 

Hàng thứ 2  0 1 -3  -2 1 0 

( 2 ) * hàng 2 + hàng 3  0 0 -1  -5 2 1 
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Hàng thứ 1  1 2 3  1 0 0 

Hàng thứ 2  0 1 -3  -2 1 0 

Hàng thứ 3  0 0 -1  -5 2 1 

 

( 3 ) * hàng 3 + hàng 1  1 2 0  -14 6 3 

( -3 ) * hàng 3 + hàng 2  0 1 0  13 -5 -3 

Hàng 3  0 0 -1  -5 2 1 

 

( -2 ) * hàng 2 + hàng 1  1 0 0  -40 16 9 

Hàng 2  0 1 0  13 -5 -3 

Hàng 3  0 0 -1  -5 2 1 

 

( 1 ) * hàng 1  1 0 0  -40 16 9 

( 1 ) * hàng 2  0 1 0  13 -5 -3 

( 1/-1 ) * hàng 3  0 0 1  5 -2 -1 

Vậy 
1

40 16 9

13 5 3

5 2 1

A

 
 

  
 
   

 

Chú ý: Phƣơng pháp này đặc biệt hiệu quả đối với ma trận cấp ≥ 4. 

 Ứng dụng ma trận nghịch đảo giải phƣơng trình ma trận 

Bài toán 1: Tìm ma trận X thoả mãn AX = B biết det(A) ≠ 0 

Phƣơng pháp: Do det(A) ≠ 0 nên tồn tại A
-1

. Nhân vào bên trái cả hai vế của phƣơng trình với 

A
-1

, ta đƣợc: 

A
-1

(AX) = A
-1

B => I X = X = A
-1

B do đó X = A
-1

B. 
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Bài toán 2: Tìm ma trận X thoả mãn XA = B biết det(A) ≠ 0 

Tƣơng tự nhƣ trên, nhân vào bên phải cả hai vế với ma trận A
-1

, do đó X = BA
-1

. 

Ví dụ: Giải phƣơng trình ma trận: 

5 3 1 8 3 0

. 1 3 2 5 9 0

5 2 1 2 15 0

X

   
   

   
   
       

 

1.1.6. Hạng của ma trận 

 Định nghĩa: Hạng của ma trận A là cấp cao nhất của các ma trận con (của A) có định thức 

khác không. 

 Ma trận hình thang 

Khái niệm về hàng không và hàng khác không : 

- Hàng không là hàng có tất cả các phần tử đều bằng 0 

- Hàng khác không là hàng có ít nhất một phần tử khác 0 

Định nghĩa: Ma trận hình thang là ma trận thoả mãn 2 tính chất sau: 

- Các hàng khác không luôn ở phía trên các hàng không. 

- Phần tử khác không đầu tiên ở hàng thứ i (kể từ trái sang phải) phải là ở cột thứ i. 

Hạng của ma trận hình thang bằng số hàng khác không của nó. 

 Phƣơng pháp tìm hạng của ma trận 

 Dùng các phép biến đổi sơ cấp, đƣa ma trận về dạng ma trận hình thang. 

 Khi đó hạng của ma trận sẽ bằng hạng ma trận hình thang và bằng số hàng khác không của 

ma trận hình thang. 

Ví dụ : Tìm hạng của ma trận : 

1 2 5 -1 3

2 3 -1 4 2

4 7 9 2 1

-1 0 3 2 1

A

 
 
 
 
 
 

 

Hàng thứ 1  1 2 5 -1 3 

Hàng thứ 2  2 3 -1 4 2 

Hàng thứ 3  4 7 9 2 1 

Hàng thứ 4  -1 0 3 2 1 
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Hàng thứ 1  1 2 5 -1 3 

( -2 ) * hàng 1 + hàng 2  0 -1 -11 6 -4 

( -4 ) * hàng 1 + hàng 3  0 -1 -11 6 -11 

( 1 ) * hàng 1 + hàng 4  0 2 8 1 4 

 

Hàng thứ 1  1 2 5 -1 3 

hàng 2  0 -1 -11 6 -4 

( -1 ) * hàng 2 + hàng 3  0 0 0 0 -7 

( 2 ) * hàng 2 + hàng 4  0 0 -14 13 -4 

 

Hàng thứ 1  1 2 5 -1 3 

hàng 2  0 -1 -11 6 -4 

hàng 4  0 0 -14 13 -4 

hàng 3  0 0 0 0 -7 

 

Hàng thứ 1  1 2 5 3 -1 

hàng 2  0 -1 -11 -4 6 

hàng 3  0 0 -14 -4 13 

hàng 4  0 0 0 -7 0 

Kết luận: Hạng của ma trận A bằng 4 

 

1.2. Hệ phƣơng trình tuyến tính 

1.2.1. Định nghĩa 
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 Định nghĩa : Hệ phƣơng trình đại số tuyến tính (PTTT) gồm m phƣơng trình, n ẩn số có dạng: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

.....

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

 (I) 

Trong đó 

 x1, x2, …, xn là các ẩn số cần tìm 

 aij , bi là các số thực i =1..m, j =1..n. 

 A = 

11 1

1

n

m mn

a a

a a

 
 
 
 
 

 gọi là ma trận hệ số của hệ (I). 

 

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 gọi là ma trận ẩn; 

1

2

m

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

gọi là ma trận vế phải 

  
11 1 1

1

|

n

m mn m

a a b

A A B

a a b

 
 

   
 
   

gọi là ma trận bổ sung của hệ (I). 

Bằng phép nhân ma trận, hệ phƣơng trình (I) đƣợc viết ở dạng ma trận nhƣ sau: 

 AX = B (II) 

Dạng (II) gọi là dạng ma trận của hệ (I). 

 Nếu B =  (tức là: b = 0, i =1...m) thì hệ (II) gọi là hệ thuần nhất. Nếu có ít nhất một bi ≠ 0 

thì hệ (II) gọi là hệ không thuần nhất. 

 Nếu A là ma trận vuông (tức số phƣơng trình bằng số ẩn) thì hệ (I) và (II) gọi là hệ vuông. 

 Định nghĩa: Nghiệm của hệ (I) là một bộ gồm n số thực (x1, x2, …, xn) sao cho thoả mãn tất 

cả các phƣơng trình của hệ. 

Nhận xét: Hệ thuần nhất AX =  luôn có nghiệm không: (x1, x2, …, xn) = (0, 0, …, 0). 

Nghiệm này gọi là nghiệm tầm thường. Các nghiệm khác nghiệm tầm thƣờng gọi là nghiệm 

không tầm thường. 

1.2.2. Điều kiện cần và đủ để hệ PTTT tồn tại nghiệm 

 Định lý về điều kiện cần và đủ để tồn tại nghiệm: 
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Định lý Kronecker - Capelli: Điều kiện cần và đủ để hệ phƣơng trình AX = B có nghiệm là 

hạng A = hạng A  

 Biện luận các trƣờng hợp hệ PT vô nghiệm, tồn tại nghiệm, duy nhất nghiệm 

Biện luận hệ phƣơng trình đại số tuyến tính AX = B 

a) Nếu hạng A ≠ hạng A  thì hệ vô nghiệm. 

b) Nếu hạng A = hạng A  thì hệ có nghiệm: 

 Nếu hạng A = hạng A  = n (số ẩn) thì hệ có nghiệm duy nhất. 

 Nếu hạng A = hạng A  < n (số ẩn) thì hệ có vô số nghiệm. 

Chú ý: 

 Trƣờng hợp nếu hạng A = hạng A  = n (số ẩn) thì hệ đƣa đƣợc về dạng hệ vuông AX = B với 

A là ma trận vuông cấp n và det(A) ≠ 0. Hệ có tên là hệ Cramer, có duy nhất nghiệm. 

 Hệ quả: Hệ vuông thuần nhất AX =  có nghiệm không tầm thƣờng (khác ) khi và chỉ khi 

định thức ma trận hệ số bằng không. 

1.2.3. Hệ Cramer và phƣơng pháp giải: 

 Định nghĩa hệ Cramer 

Hệ phƣơng trình đại số tuyến tính AX = B là một hệ vuông, thỏa mãn điều kiện det(A) ≠ 0 thì 

đƣợc gọi là hệ Cramer. 

Tính chất: 

Hệ Cramer AX = B luôn có nghiệm duy nhất xác định bởi công thức X = A
-1

 B. 

 Các phƣơng pháp giải: Phƣơng pháp Cramer, phƣơng pháp dùng ma tr ận nghịch đảo, Phƣơng 

pháp Gauss 

Phương pháp Cramer: 

Định lí Cramer:  Hệ Cramer AX = B (A là ma trận vuông cấp n) có nghiệm: X = (x1 , x2 , …, 

xn )
T  

với các thành phần ẩn xi đƣợc xác định bởi công thức: 
det( )

, 1..
det( )

i
i

A
x i n

A
   với Ai là ma 

trận có đƣợc từ A bằng cách thay cột thứ i của A bởi cột ma trận vế phải B. 

Chú ý : Phƣơng pháp thƣờng sử dụng để giải cho hệ 2 hoặc 3 phƣơng trình 
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Ví dụ: Giải hệ phƣơng trình sau 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4

2 0

1

x x x

x x x

x x x

  


  
    

 

Giải: 

1 2 3

31 2
1 2 3

1 2 1 4 2 1 1 4 1 1 2 4

| | 2 1 1 7;| | 0 1 1 7;| | 2 0 1 7;| | 2 1 0 7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

| || | | |
1; 1; 1

| | | | | |

A A A A

AA A
x x x

A A A

  

           

     

      

 

Phương pháp dùng ma trận nghịch đảo. 

Xét hệ Cramer AX = B. Vì detA ≠ 0 nên A có ma trận nghịch đảo A
-1

. Do vậy từ AX = B => 

A
-1

A X = A
-1

B => X = A
-1

B. Vậy X = A
-1

B. 

Ví dụ : Giải hệ sau theo phƣơng pháp ma trận nghịch đảo 

1 2 3

1 2

1 3

2 3 1

2 5 1

3 17

x x x

x x

x x

  


 
  

 

Giải hệ Cramer AX = B bằng phƣơng pháp Gauss. 

Thực hiện các bƣớc sau 

Bước 1: Viết ma trận bổ sung (A | B). 

Bước 2: Sử dụng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng lên A và B để đƣa phần ma trận A về 

dạng tam giác  về dạng chéo  về dạng đơn vị, khi đó B  B’ sẽ là nghiệm X. 

(A | B) … (In | X) 

Ví dụ: Giải hệ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 3 4

3 2 2

4 11 7 7

x x x

x x x

x x x

  


   
   
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Giải: 

2 31 2

1 3

3 2 1

3 1 2

3 2

33

52
2

(10/ 29) 4

3 (1/ 5)
(13/2)

2 4 3 4 2 4 3 4 2 4 3 4

3 1 2 2 0 5 13 / 2 8 0 5 13 / 2 8

4 11 7 7 0 3 1 1 0 0 29 /10 29 / 5

2 4 0 2 2

0 5 0 5

0 0 1 2

h hh h

h h

h h h

h h h
h h




 

  

  


     
     

              
            

 
 

   
 
 

1(1/2)

0 0 2 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2

h

   
   

     
   
   

 

Vậy nghiệm của hệ là (x1 , x2 , x3) = (1, –1, 2) 

1.2.4. Hệ phƣơng trình tổng quát: 

Phƣơng pháp Gauss cho hệ có vô số nghiệm (dùng các phép biến đổi sơ cấp của ma trận trên 

hàng)  

1.3. Miền nghiệm của hệ: (đọc thêm tài liệu) 
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CHƢƠNG 2: QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 

2.1. Các bài toán thực tế đến bài toán quy hoạch tuyến tính: 

Ví dụ 1. Một xí nghiệp cần sản xuất 3 loại bánh: bánh đậu xanh, bánh thập cẩm và bánh dẻo. 

Lƣợng nguyên liệu đƣờng, đậu cho một bánh mỗi loại; lƣợng dự trữ nguyên liệu; tiền lãi cho 

một bánh mỗi loại đƣợc cho trong bảng sau:  

 Nguyên 

liệu 

Bánh đậu 

xanh 

Bánh thập 

cẩm 

Bánh dẻo Lƣợng dự 

trữ 

Đƣờng 0,04 kg 0,06 kg 0,05 kg 500 kg 

Đậu 0,07 kg 0 kg 0,02 kg 300 kg 

Lãi 3 ngàn 2 ngàn 2,5 ngàn  

 

Hãy lập mô hình bài toán tìm số lƣợng mỗi loại bánh cần sản xuất sao cho không bị động về 

nguyên liệu mà lãi đạt đƣợc cao nhất. 

Giải: Gọi x1, x2, x3 lần lƣợt là số bánh đậu xanh, bánh thập cẩm và bánh dẻo cần sản xuất. Điều 

kiện: 0( 1,2,3)jx j  . Khi đó: 

1. Tiền lãi thu đƣợc là: 1 2 3 1 2 3( ) ( , , ) 3 2 2,5 ( àn)f x f x x x x x x ng     

2. Lƣợng đƣờng đƣợc sử dụng là:  1 2 30,04x + 0,06x  0,05x kg  

Ta phải có  1 2 30,04x  0,06x  0,05x  500    

3. Lƣợng đậu đƣợc sử dụng là:  1 30,07x  0,02x kg  

Ta phải có  1 30,07x  0,02x  300   

Vậy ta có mô hình bài toán: 

(1)   1 2 3 1 2 3( ) ( , , ) 3 2 2,5f x f x x x x x x Max      

Với điều kiện: 

(2)  
1 2 3

1 3

0,04 0,06 0,05 500

0,07 0,02 300

x x x

x x

  


 
  

(3)             0( 1,2,3)jx j   
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Ta nói đây là một bài toán quy hoạch tuyến tính 3 ẩn tìm Max của hàm mục tiêu

1 2 3( ) 3 2 2,5f x x x x    

Ví dụ 2. Ta cần vận chuyển vật liệu xây dựng từ 2 kho A1 và A2 đến 3 công trƣờng xây dựng 

B1, B2, B3. Tổng số vật liệu có ở mỗi kho, tổng số vật liệu yêu cầu ở mỗi công trƣờng, cũng 

nhƣ khoảng cách từ mỗi kho đến mỗi công trƣờng đƣợc cho trong bảng sau: 

 CT 

 

Kho 

B1 

15T 

B2 

25T 

B3 

20T 

A1: 20T 5 km 

x11 

2 km 

x12 

3 km 

x13 

A2: 40T 4 km 

x21 

3 km 

x22 

1 km 

x23 

 

 Hãy lập kế hoạch vận chuyển sao cho: 

- Các kho giải phóng hết hàng; 

- Các công trƣờng nhận đủ vật liệu cần thiết; 

- Tổng số T (tấn) * km phải thực hiện là nhỏ nhất. 

 

Giải: Gọi xij là số tấn vật liệu sẽ vận chuyển từ kho Ai đến công trƣờng Bj. Điều kiện:  

0( 1,2; 1,2,3)ijx i j   . Khi đó: 

1.   Tổng số T * km phải thực hiện là: 

11 12 13 21 22 23( ) 5 2 3 4 3f x x x x x x x       

2.   Tổng số tấn vật liệu đƣợc vận chuyển từ kho A1 đến các công trƣờng là 11 12 13x x x   

Để giải phóng hết vật liệu, ta phải có 11 12 13 20x x x    

3.   Tổng số tấn vật liệu đƣợc vận chuyển từ kho A2 đến các công trƣờng là 21 22 23x x x   

Để giải phóng hết vật liệu, ta phải có 21 22 23 40x x x    
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4.   Tổng số tấn vật liệu đƣợc vận chuyển về công trƣờng B1 là 
11 21x x  

Để B1 nhận đủ vật liệu, ta phải có 
11 21 15x x   

5.   Tổng số tấn vật liệu đƣợc vận chuyển về công trƣờng B2 là 
12 22x x  

Để B2 nhận đủ vật liệu, ta phải có 
12 22 25x x   

6.   Tổng số tấn vật liệu đƣợc vận chuyển về công trƣờng B3 là 
13 23x x  

Để B3 nhận đủ vật liệu, ta phải có 13 23 20x x   

Vậy ta có mô hình bài toán: 

(1)     11 12 13 21 22 23( ) 5 2 3 4 3f x x x x x x x Min        

Với điều kiện: 

(2)         

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

20

40

15

25

20

x x x

x x x

x x

x x

x x

  


  



 
  

  

 

(3)   0( 1,2; 1,2,3)ijx i j    

Ta nói đây là một bài toán quy hoạch tuyến tính 6 ẩn tìm Min của hàm mục tiêu  

11 12 13 21 22 23( ) 5 2 3 4 3f x x x x x x x       

2.2. Các dạng bài toán quy hoạch tuyến tính: 

2.2.1. Dạng tổng quát của bài toán QHTT: 

(1)   
1

( ) ( )
n

j j

j

f x c x Min Max


   

(2)  

1

1

2

1

3

1

, ( )

, ( )

, ( )

n

ij j i

j

n

ij j i

j

n

ij j i

j

a x b i I

a x b i I

a x b i I








 




 



 








 

(3)   10( )jx j J   ; 20( )jx j J  ; 3ùy ý( )jx t j J  

 



 Trang  21 

Trong đó: 

 f(x) là hàm mục tiêu 

 I1, I2, I3 rời nhau và  1 2 3 1,2,...,I I I m    

 J1, J2, J3 rời nhau và  1 2 3 1,2,...,J J J n    

 ( )ij mxnA a : Ma trận hệ số ràng buộc 

  1 2, ,..., mB b b b : Véctơ các hệ số tự do 

  1 2, ,..., mC c c c : Véctơ hệ số các ẩn trong hàm mục tiêu 

  1 2, ,..., nx x x x : Véctơ các ẩn số 

Khi đó: 

 Mỗi véctơ  1 2, ,..., nx x x x thỏa (2) và (3) đƣợc gọi là một phương án (PA) của bài toán. 

 Mỗi phƣơng án  1 2, ,..., nx x x x thỏa (1), nghĩa là tại đó hàm mục tiêu đạt giá trị nhỏ 

nhất (lớn nhất) trên tập các phƣơng án, đƣợc gọi là một phương án tối ưu (PATU) của 

bài toán. 

 Giải một bài toán QHTT là đi tìm một PATU của nó hoặc chỉ ra rằng bài toán vô 

nghiệm, nghĩa là không có PATU. 

2.2.2. Dạng chính tắc của bài toán QHTT 

 (1)   
1

( ) ( )
n

j j

j

f x c x Min Max


   

(2)  
1

, ( 1, )
n

ij j i

j

a x b i m



 


  

(3)   0( 1, )jx j n     

Nhận xét: Bài toán QHTT dạng chính tắc là bài toán dạng tổng quát, trong đó: 

 Các ràng buộc đều là phƣơng trình. 

 Các ẩn đều không âm. 

Ví dụ: Bài toán sau có dạng chính tắc: 

 (1)   1 2 3 4( ) 2 4 6f x x x x x Min      
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(2)  

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 12

12 3 3

6

x x x

x x x x

x x x x

  


   
     

 

(3)   0( 1,4)jx j   

2.2.3. Dạng chuẩn của bài toán QHTT 

Bài toán QHTT dạng chuẩn là bài toán có dạng chính tắc: 

 (1)   
1

( ) ( )
n

j j

j

f x c x Min Max


   

(2)  
1

, ( 1, )
n

ij j i

j

a x b i m



 


  

(3)   0( 1, )jx j n   

Trong đó: 

  Các hệ số tự do 1 2, ,..., mb b b  đều không âm. 

 Trong ma trận hệ số ràng buộc ( )ij mxnA a  có đầy đủ m véctơ cột đơn vị 1 2, ,..., me e e  

1 2

1 0 0

0 1 0

; 0 ;

0

0 0 1

ne e e

     
     
     
       
     
     
     
     

 

Khi đó: 

 Các ẩn ứng với các véctơ cột đơn vị đƣợc gọi là các ẩn cơ bản. Cụ thể ẩn ứng với véctơ 

cột đơn vị ek là ẩn cơ bản thứ k. 

 Một phƣơng án mà các ẩn không cơ bản đều bằng 0 đƣợc gọi là một phương án cơ bản. 

 Một phƣơng án cơ bản có đầy đủ m thành phần dƣơng (nghĩa là mọi ẩn cơ bản đều 

dƣơng) đƣợc gọi là không suy biến. Ngƣợc lại, một phƣơng án cơ bản có ít hơn m thành 

phần dƣơng (nghĩa là có ít nhất một ẩn cơ bản bằng 0) đƣợc gọi là suy biến. 
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Ví dụ: Xét bài toán QHTT sau: 

 (1)   
1 2 3 4 5 6( ) 2 4 6 4f x x x x x x x Min        

(2)  

1 4 5

1 3 6

1 2 3 4

12

12 3

6

x x x

x x x

x x x x

  


  
    

 

(3)   0( 1,6)jx j   

Ta thấy bài toán trên đã có dạng chính tắc, hơn nữa: 

 Các hệ số tự do 1 2 312, 3, 6b b b    đều không âm. 

 Ma trận hệ số ràng buộc A là: 

0 1 0

0 0 1

1

1 0 1

12 1 0

1 1 1 0 0

A

 
 

  
   

 

có chứa đầy đủ 3 véctơ cột đơn vị e1 (cột 5), e2 (cột 6), e3 (cột 2). 

Do đó, bài toán có dạng chuẩn, trong đó: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x5 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x6 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x2 

 

Nhận xét: Trong bài toán trên, khi cho ẩn cơ bản thứ k = hệ số tự do thứ k, còn các ẩn cơ bản 

= 0, nghĩa là: 

5 6 2 1 3 412, 3, 6; 0, 0, 0x x x x x x       

ta đƣợc một phƣơng án cơ bản của bài toán: 

  (0,6,0,0,12,3)x   

Phƣơng án này không suy biến vì có đủ 3 thành phần dƣơng. Ta gọi đây là phƣơng án cơ bản 

ban đầu của bài toán. 

 Chú ý: Tổng quát, trong bài toán QHTT dạng chuẩn bất kỳ, khi cho ẩn cơ bản thứ k = hệ 

số tự do thứ k ( 1,2, , )k m , còn các ẩn không cơ bản bằng 0, ta đƣợc một phƣơng án cơ 

bản của bài toán. Ta gọi đây là phương án cơ bản ban đầu của bài toán. 
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2.3. Biến đổi dạng bài toán QHTT 

2.3.1. Dạng tổng quát → Dạng chính tắc 

Ta có thể biến đổi bài toán QHTT dạng tổng quát về dạng chính tắc nhƣ sau: 

1. Khi gặp ràng buộc dạng 

1

n

ij j i

j

a x b


  

Ta đƣa vào ẩn phụ 
1 0nx    để biến về phƣơng trình 

   
1

1

n

ij j n i

j

a x x b



   

 

2. Khi gặp ràng buộc dạng 

1

n

ij j i

j

a x b


  

Ta đƣa vào ẩn phụ 1 0nx    để biến về phƣơng trình 

   1

1

n

ij j n i

j

a x x b



   

3. Khi gặp ẩn 0jx  , ta đổi biến 'j jx x   với ' 0jx   

4. Khi gặp ẩn jx  tùy ý, ta đổi biến ' "j j jx x x   với ' 0; " 0j jx x   

Chú ý: Các ẩn phụ là các ẩn không âm và hệ số của các ẩn phụ đó trong hàm mục tiêu là 0. 

 Mối quan hệ giữa bài toán gốc và bài toán phụ: 

 

BÀI TOÁN PHỤ BÀI TOÁN GỐC 

Vô nghiệm Vô nghiệm 

Có PATU Có PATU bằng cách bỏ ẩn phụ 

 

Ví dụ: Biến đổi bài toán QHTT sau về dạng chính tắc: 

(1)   1 2 3( ) 3 2 2,5f x x x x Max     
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(2)  

1 2 3

1 3

1 2 3

4 6 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x

x x

x x x

  


 
    

 

(3)   
1 20; 0x x   

Giải: 

 Đƣa vào ẩn phụ 
4 0x   để biến bất phƣơng trình 

1 2 34 6 5 50x x x    

về phƣơng trình 1 2 3 44 6 5 50x x x x     

 Đƣa vào ẩn phụ 5 0x   để biến bất phƣơng trình 

1 37 30x x   

về phƣơng trình 1 3 57 30x x x    

 Đổi biến 2 2 'x x   với 2 ' 0x   

 Đổi biến 3 3 3' "x x x   với 3 3' 0; " 0x x   

Ta đƣa bài toán về dạng chính tắc: 

(1)   1 2 3 3( ) 3 2 ' 2,5( ' ")f x x x x x Max      

(2)  

1 2 3 3 4

1 3 3 5

1 2 3 3

4 6 ' 5( ' ") 50

7 ( ' ") 30

2 3 ' 5( ' ") 25

x x x x x

x x x x

x x x x

    


   
     

 

(3)   1 2 3 3 4 50; ' 0; ' 0; " 0; 0, 0x x x x x x       

2.3.2. Dạng chính tắc → Dạng chuẩn  

Từ bài toán QHTT dạng chính tắc ta có thể xây dựng bài toán QHTT mở rộng có dạng 

chuẩn nhƣ sau: 

1. Khi gặp hệ số tự do 0ib   ta đổi dấu hai vế của ràng buộc thứ i. 

2. Khi ma trận hệ số ràng buộc A không chứa véctơ cột đơn vị thứ k là ek, ta đƣa vào 

ẩn giả 0n kx    và cộng thêm ẩn giả n kx   vào vế trái của phƣơng trình ràng buộc thứ 

k để đƣợc phƣơng trình ràng buộc mới: 

1

n

kj j n k k

j

a x x b



   
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3. Hàm mục tiêu mở rộng đƣợc xây dựng từ hàm mục tiêu ( )f x  ban đầu nhƣ sau: 

 Đối với bài toán Min 

( )f x M (∑ ẩn giả) 

 Đối với bài toán Max 

( )f x M (∑ ẩn giả) 

 Trong đó: M là đại lƣợng dƣơng rất lớn (lớn hơn bất kỳ số nào cho trƣớc). 

Chú ý: Các ẩn giả là các ẩn không âm và hệ số của các ẩn giả đó trong hàm mục tiêu là –M 

(hay +M) nếu là bài toán cực đại (hay cực tiểu). Trong đó: M là đại lƣợng dƣơng rất lớn (lớn 

hơn bất kỳ số nào cho trƣớc).  

 

 Quan hệ giữa bài toán xuất phát và bài toán mở rộng 

Mối quan hệ giữa bài toán xuất phát và bài toán mở rộng nhƣ sau: 

BÀI TOÁN MỞ RỘNG BÀI TOÁN XUẤT PHÁT 

Vô nghiệm Vô nghiệm 

Có nghiệm Mọi ẩn giả = 0 Có PATU bằng cách bỏ ẩn giả 

 Có ít nhất một ẩn giả > 0 Vô nghiệm do không có PA nào 

 

Ví dụ 1: Biến đổi bài toán QHTT sau về dạng chuẩn: 

 (1)   1 2 3 4( ) 3 2 2f x x x x x Min      

(2)  

1 2 3

1 3 4

1 2 3

4 6 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x

x x x

x x x

  


  
    

 

(3) 0( 1,...,4)jx j   

Giải: 

Bài toán trên đã có dạng chính tắc, trong đó vế phải của phƣơng trình ràng buộc thứ ba 

là 25 0  . Đổi dấu hai vế của phƣơng trình này ta đƣợc: 

    1 2 32 3 5 25x x x     

và (2) trở thành 
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(2’)   

1 2 3

1 3 4

1 2 3

4 6 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x

x x x

x x x

  


  
    

 

 

Ma trận hệ số ràng buộc là 

4 6 5 0 1 0

7 0 1 1 0 0

2 3 5 0 0 1

A

 
 

  
   

 

Vì A còn thiếu 2 véctơ cột đơn vị là e1 và e3 nên bài toán chƣa có dạng chuẩn. 

 Lập các ẩn giả 5 60; 0x x   và xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn nhƣ sau: 

(1’) 1 2 3 4 5 6( ) 3 2 2f x x x x x Mx Mx Min        

      (2’)   

1 2 3 5

1 3 4

1 2 3 6

4 6 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x x

x x x

x x x x

   


  
    

 

  (3’) 0( 1,...,6)jx j   

Ví dụ 2: Biến đổi bài toán QHTT sau về dạng chuẩn: 

(1)   1 2 3 4( ) 3 2 2f x x x x x Max      

(2)  

1 2 3

1 3 4

1 2 3

4 6 5 50

7 0

2 3 5 25

x x x

x x x

x x x

  


  
    

 

(3) 0( 1,...,4)jx j   

Ta xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn nhƣ sau: 

(1)   1 2 3 4 5 6( ) 3 2 2f x x x x x Mx Mx Max        

(2)  

1 2 3 5

1 3 4

1 2 3 6

4 6 5 50

7 0

2 3 5 25

x x x x

x x x

x x x x

   


  
     
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(3) 0( 1,...,6)jx j   

 Chú ý:  

 Ẩn phụ: Dạng tổng quát → Dạng chính tắc 

 Ẩn giả:  Dạng chính tắc → Dạng chuẩn 

 Ẩn giả đƣợc đƣa vào một cách “giả tạo” cốt để ma trận hệ số ràng buộc có chứa đủ 

véctơ cột đơn vị, nó chỉ đƣợc cộng hình thức vào vế trái của phƣơng trình ràng buộc và 

tạo nên một phƣơng trình ràng buộc mới. Trong khi ẩn phụ biến một bất phƣơng trình 

thành phƣơng trình theo đúng logic toán học. 

 Trong hàm mục tiêu mở rộng, hệ số của các ẩn giả đều bằng M (đối với bài toán Min) 

hoặc đều bằng –M (đối với bài toán Max). Trong khi hệ số của các ẩn phụ đều bằng 0 

trong hàm mục tiêu. 

 

Ví dụ: Biến đổi bài toán QHTT sau về dạng chuẩn: 

(1)   1 2 3 4( ) 3 2 2f x x x x x Min      

(2)  

2 3

3 4

1 2 3

9 15 50

6 2 120

3 5 45

x x

x x

x x x

  

   
    

 

(3) 0( 1,...,4)jx j   

Giải: 

Trƣớc hết ta đƣa bài toán về dạng chính tắc bằng cách đƣa vào 2 ẩn phụ 5 60; 0x x   

(1)   1 2 3 4( ) 3 2 2f x x x x x Min      

(2)  

2 3 5

3 4

1 2 3 6

9 15 50

6 2 120

3 5 45

x x x

x x

x x x x

   

   
     

 

(3) 0( 1,...,6)jx j   

Bài toán trên chƣa có dạng chuẩn. 

Ta thấy các vế phải của các phƣơng trình ràng buộc thứ 2 và thứ 3 đều âm nên bằng cách đổi 

dấu hai vế của các phƣơng trình này ta đƣợc: 
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(2)  

2 3 5

3 4

1 2 3 6

9 15 50

6 2 120

3 5 45

x x x

x x

x x x x

   


 
    

 

Ma trận hệ số ràng buộc là: 

0 9 15 0 1 0 0

0 0 6 2 0 0 1

1 3 5 0 0 1 0

A

 
 

  
   

 

Vì A còn thiếu 1 véctơ cột đơn vị là e2 nên bài toán chƣa có dạng chuẩn. 

 Lập các ẩn giả 7 0x   và xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn nhƣ sau: 

 

(1’)   1 2 3 4 7( ) 3 2 2f x x x x x Mx Min       

(2’) 

2 3 5

3 4 7

1 2 3 6

9 15 50

6 2 120

3 5 45

x x x

x x x

x x x x

   


  
    

 

(3’) 0( 1,...,7)jx j   

2.4. Phƣơng pháp hình học giải bài toán QHTT hai ẩn số: 

2.5. Thuật toán đơn hình giải bài toán QHTT dạng chuẩn: 

2.5.1. Thuật toán giải bài toán Min: 

Xét bài toán QHTT dạng chuẩn: 

(1)     
1

( )
n

j j

j

f x c x Min


   

(2)   

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

 

(3)    0( 1, )jx j n   

Qua một số hữu hạn các bƣớc sau đây ta sẽ giải đƣợc bài toán QHTT trên, nghĩa là chứng 

tỏ đƣợc rằng bài toán vô nghiệm hoặc chỉ ra đƣợc một phƣơng án tối ƣu của bài toán. 

Bƣớc 1: Lập bảng đơn hình đầu tiên 

Xác định các ẩn cơ bản 1,2, , m  lần lƣợt là 1 2, , , mx x x  và lập bảng đơn hình đầu tiên: 
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Trong đó: 

  0

1 1 2 2( ) m mf x c b c b c b     

  [= (cột Hệ số) (cột Phƣơng án)] 

  1 1 2 2 ( 1, )j j j m mj jc a c a c a c j n        

  [= (cột Hệ số) (cột jx ) - jc ] 

Bƣớc 2: Nhận định tính tối ƣu 

1. Nếu 0( 1, )j j n    , thì phƣơng án cơ bản ban đầu x
0
 (x

0
 có thành phần thứ ki  là 

0

ki kx b , còn các thành phần khác bằng 0) là một phƣơng án tối ƣu của bài toán Min 

đang xét với 0( ) ( )f x f x . 

2. Nếu tồn tại 0j   đến đây xảy ra 2 trƣờng hợp: 

TH1: Nếu tồn tại 0j   sao cho 0( 1, )ija i m    thì bài toán Min đang xét vô nghiệm, 

nghĩa là không có phƣơng án tối ƣu nào. 

TH2: Nếu trƣờng hợp trên không xảy ra, nghĩa là tồn tại 0j  , và với mọi j mà 0j   đều 

tồn tại i sao cho 0ija   thì sang bƣớc 3. 

 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

1c  … vc  … nc  

i  

1x  … vx  … nx  

1c  
1x  

1b  
11a  … 1va  … 1na   

… … … … … … … …  

rc  
rx  

rb  
1ra  … rva  … rna  *r  

… … … … … … … …  

mc  mx  mb  1ma  … mva  … mna   

 ( )f x  0( )f x  1  … *

v  … n   
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Bƣớc 3: Tìm ẩn đƣa vào hệ ẩn cơ bản 

Trong tất cả các 0j  , ta chọn 0v   lớn nhất [Ta đánh dấu * cho 
v  dƣơng lớn nhất trong 

bảng]. Khi đó, 
vx  là ẩn mà ta sẽ đƣa vào hệ ẩn cơ bản. 

Bƣớc 4: Tìm ẩn đƣa ra khỏi hệ ẩn cơ bản 

Lập các tỷ số i
i

iv

b

a
   với mọi i mà 0iva   và ghi vào cột 

i  của bảng. Xác định 

    : 0i
r iv

iv

b
Min a

a


 
  

 
 

[Ta đánh dấu * cho r  nhỏ nhất trong bảng]. Khi đó, rx  là ẩn mà ta sẽ đƣa ra khỏi hệ ẩn cơ 

bản. 

Bƣớc 5: Tìm phần tử chốt 

Phần tử chốt là hệ số rva  ở cột v (cột chứa *

v ), hàng r (hàng chứa *r ). [Ta đóng khung phần 

tử chốt rva ]. 

Bƣớc 6: Biến đổi bảng 

1. Trong cột Ẩn cơ bản ta thay rx  bằng vx . Trong cột Hệ số ta thay rc  bằng vc . 

2. Hàng r mới = (hàng r cũ) chia cho phần tử chốt rva . 

3. Hàng i mới = (hàng i cũ) - iva  (hàng r mới). 

4. Hàng cuối mới = (hàng cuối cũ) - v  (hàng r mới). 

Bƣớc 7: Quay về bƣớc 2 

Chú ý:  

a. Trong Bƣớc 3, nếu có nhiều 0v   lớn nhất thì ta chỉ chọn một trong số đó để 

đánh dấu * và xác định ẩn đƣa vào tƣơng ứng. 

b. Trong Bƣớc 4, nếu có nhiều r  thỏa 

: 0i
r iv

iv

b
Min a

a


 
  

 
 

 thì ta chỉ chọn một trong số đó để đánh dấu * và xác định ẩn đƣa ra tƣơng ứng. 

c. Trong Bƣớc 6, các phép biến đổi từ 2. đến 4. có thể đƣợc thực hiện bằng phƣơng 

pháp “đƣờng chéo hình chữ nhật” nhƣ sau: 
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d. Trong Bƣớc 6, các phép biến đổi từ 2. đến 4. có thể đƣợc tính nhờ vào các hàng 

trên của bảng mới nhƣ khi lập bảng đơn hình đầu tiên ở Bƣớc 1. 

2.5.2. Thuật toán giải bài toán Max: 

Đối với bài toán QHTT ( )f x Max  ta có thể giải bằng 2 cách: 

Cách 1: Chuyển về bài toán Min nhƣ sau: 

 

Đặt ( ) ( )g x f x  . Ta có ( )g x Min  và 

    ( )f x  đạt Max tại x
0
  ( )g x  đạt Min tại x

0
. 

Hơn nữa, khi đó 0 0( ) ( )f x g x  . 

Cũ 

  

Mới 

Hàng r 
rja   rva  Hàng r rj

rv

a

a
 

 1  

        

Hàng i 
ija   iva  Hàng i rv ij rj iv

rv

a a a a

a



 

 0  

Cũ 

  

Mới 

Hàng r rja   rva  Hàng r rj

rv

a

a
 

 1  

        

Hàng i j   v  Hàng i rv j rj v

rv

a a

a

  

 

 0  
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Cách 2: Giải trực tiếp bài toán Max. Thuật toán giải bài toán Max tƣơng tự nhƣ thuật toán 

giải bài toán Min, nhƣng những điều kiện về các 
j  ở hàng cuối sẽ hoàn toàn ngƣợc lại, cụ 

thể có thay đổi nhƣ sau: 

a. Bƣớc 2 (Kiểm tra tính tối ƣu): 

1. Nếu 0( 1, )j j n    , thì phƣơng án cơ bản ban đầu x
0
 (x

0
 có thành phần thứ 

ki  là 

0

ki kx b , còn các thành phần khác bằng 0) là một phƣơng án tối ƣu của bài toán 

Max đang xét với 0( ) ( )f x f x . 

2. Nếu tồn tại 0j   đến đây xảy ra 2 trƣờng hợp: 

TH1: Nếu tồn tại 0j   sao cho 0( 1, )ija i m    thì bài toán Max đang xét vô 

nghiệm, nghĩa là không có phƣơng án tối ƣu nào. 

TH2: Nếu trƣờng hợp trên không xảy ra, nghĩa là tồn tại 0j  , và với mọi j mà 

0j   đều tồn tại i sao cho 0ija   thì sang bƣớc 3. 

b. Bƣớc 3 (Tìm ẩn đƣa vào hệ ẩn cơ bản): 

Trong tất cả các 0j  , ta chọn 0v   bé nhất [Ta đánh dấu * cho v  âm bé nhất 

trong bảng]. Khi đó, vx  là ẩn mà ta sẽ đƣa vào hệ ẩn cơ bản. 

Ví dụ 1: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3 4 5( ) 2 5 4 5f x x x x x x Min       

(2)  

1 2 4 5

2 3 4 5

2 5 6

6 2 9 32

1 3
2 30

2 2

3 36

x x x x

x x x x

x x x

   



   


  

 

(3) 0( 1,...,6)jx j   

Giải:  Bài toán trên có dạng chính tắc với các vế phải của các phƣơng trình ràng buộc trong (2) 

đều không âm. 

Ma trân hệ số ràng buộc là: 
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1 6 0 2 9 0

0 2 1 1 2 3 2 0

0 3 0 0 1 1

A

   
 

  
 
 

 

Vì A chứa đủ 3 véctơ cột đơn vị e1 (cột 1), e2 (cột 3), e3 (cột 6) nên bài toán có dạng chuẩn, 

trong đó: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x1 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x3 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x6 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

2 5 4 1 -5 0 

i  

1x  2x  3x  4x  5x  6x  

2 1x  32 1 -6 0 -2 -9 0 

 4 3x  30 0 2 1 1/2 3/2 0 

0 6x  36 0 3 0 0 1 1 

 f(x) 184 0 -9 0 -3 -7 0  

 

0( ) 2*32 4*30 0*36 184f x      

1 3 6 0       

2 2*( 6) 4*2 0*3 5 9         

3 2*( 2) 4*1 2 0*0 1 3         

4 2*( 9) 4*3 2 0*1 ( 5) 7          

Trong bảng trên ta thấy 0( 1,6)j j     nên bài toán Min đang xét có một phƣơng án tối 

ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu x
0
 định bởi: 
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1

3

6

2 4 5

32

30

36

0

x

x

x

x x x








   

 

Với 0( ) 184f x   

Kết luận: Bài toán có phƣơng án tối ƣu là 0 (32,0,30,0,0,36)x   với 0( ) 184f x   

Ví dụ 2: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3 4 5 6( ) 6 3 7f x x x x x x x Min        

(2)  

1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

15

2 2 9

4 2 3 2

x x x x

x x x

x x x x

    


   
    

 

(3) 0( 1,...,6)jx j   

Giải: Bài toán trên có dạng chính tắc với vế phải của phƣơng trình ràng buộc thứ 2 trong (2) 

là 9 0  . Đổi dấu hai vế của phƣơng trình này, ta đƣa về bài toán sau: 

(1)   1 2 3 4 5 6( ) 6 3 7f x x x x x x x Min        

(2)  

1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

15

2 2 9

4 2 3 2

x x x x

x x x

x x x x

    

   
    

 

(3) 0( 1,...,6)jx j   

Ma trận hệ số ràng buộc là: 

  

1 1 0 1 0 1

2 0 1 0 0 2

4 0 0 2 1 3

A

  
 

   
  

 

Vì A chứa đủ 3 véctơ cột đơn vị e1 (cột 2), e2 (cột 3), e3 (cột 5) nên bài toán có dạng chuẩn, 

trong đó: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x2 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x3 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x5 
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Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 

 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

6 1 1 3 1 -7 

i  
 

1x  2x  
3x  

4x  
5x  

6x   

1 2x  15 -1 1 0 -1 0 1  

 

 

1 3x  9 -2 0 1 0 0 -2 Bảng I 

1 5x  2 4 0 0 2 1 -3 2 2 1: 2h h h   

 f(x) 26 -5 0 0 -2 0 3*  3 3 1: 3h h h   

-7 6x  15 -1 1 0 -1 0 1  1: 3c ch h h   

1 3x  39 -4 2 1 -2 0 0  Bảng II 

1 5x  47 1 3 0 -1 1 0   

 f(x) -19 -2 -3 0 1 0 0   

 

Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) 1*15 1*9 1*2 26f x      

2 3 5 0       

1 1*( 1) 1*( 2) 1*4 6 5          

4 1*( 1) 1*0 1*2 3 2         

6 1*1 1*( 2) 1*( 3) ( 7) 3          

Trong Bảng I ta thấy tồn tại 6 3 0    và trên cột tƣơng ứng có 13 23 331 0( 2, 3)a a a       

nếu ta chọn ẩn đƣa vào là x6, ẩn đƣa ra là x2, phần tử chốt là 13 1a  . Sau đó, biến đổi Bảng I 

bằng các phép biến đổi ghi cạnh bảng. 
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Bảng II: Trong bảng II, ta thấy tồn tại 
4 1 0    mà i4 14 24 340( 1,3)( 1, 2, 1)a i a a a          

nên bài toán Min đang xét vô nghiệm. 

Ví dụ 3: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   
1 2 3( ) 3 8 5f x x x x Max     

(2)  

1 2

1 3

1 2 3

3 4

2 7

3 2 12

x x

x x

x x x

 


 
   

 

(3) 0( 1,2,3)jx j   

Giải: Chuyển về bài toán Min bằng cách đặt 

1 2 3( ) ( ) 3 8 5g x f x x x x       

Ta có bài toán: 

(1’) 1 2 3( ) 3 8 5g x x x x Min      

(2)  

1 2

1 3

1 2 3

3 4

2 7

3 2 12

x x

x x

x x x

 


 
   

 

(3) 0( 1,2,3)jx j   

Biến đổi bài toán trên về dạng chính tắc bằng cách đƣa vào các ẩn phụ 0( 4,5,6)jx j  : 

(1’) 1 2 3( ) 3 8 5g x x x x Min      

(2’)  

1 2 4

1 3 5

1 2 3 6

3 4

2 7

3 2 12

x x x

x x x

x x x x

  


  
    

 

(3’) 0( 1,2, ,6)jx j   

Bài toán dạng chính tắc trên có các vế phải của các phƣơng trình ràng buộc trong (2’) đều 

không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 
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1 3 0 1 0 0

1 0 2 0 1 0

1 3 2 0 0 1

A

 
 

  
 
 

 

Vì A chứa đủ 3 véctơ cột đơn vị e1 (cột 4), e2 (cột 5), e3 (cột 6) nên bài toán có dạng chuẩn, 

trong đó: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x4 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x5 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x6 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

-3 -8 -5 0 0 0 

i  
 

1x  2x  3x  4x  5x  6x   

0 4x  4 1 3  0 1 0 0 1 4 3*    

0 5x  7 1 0 2 0 1 0  Bảng I 

0 6x  12 1 3 2 0 0 1 3 12 3   1 1: (1 3)h h  

 g(x) 0 3 8* 5 0 0 0  3 3 1: 3h h h   

-8 2x  4/3 1/3 1 0 1/3 0 0  1: 8c ch h h   

0 5x  7 1 0 2  0 1 0 2 7 2*   Bảng II 

0 6x  8 0 0 2 -1 0 1 3 8 2   2 2: (1 2)h h  

 g(x) -32/3 1/3 0 5* -8/3 0 0  3 3 2: 2h h h   

-8 2x  4/3 1/3 1 0 1/3 0 0  2: 5ch h   

-5 3x  7/2 1/2 0 1 0 1/2 0  Bảng III 

0 6x  1 -1 0 0 -1 -1 1   

 g(x) -169/6 -13/6 0 0 -8/3 -5/2 0   
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Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) 0*4 0*7 0*12 0g x      

4 5 6 0       

1 0*1 0*1 0*3 ( 3) 3        

2 0*3 0*0 0*3 ( 8) 8        

3 0*0 0*2 0*2 ( 5) 5        

Trong Bảng I ta thấy tồn tại các 0j   là 1 2 33; 8; 5      và trên mỗi cột tƣơng ứng có hệ 

số dƣơng. Ta chọn 2 8   dƣơng lớn nhất và ẩn đƣa vào là 2x , khi đó trên cột tƣơng ứng có 

các hệ số dƣơng là 12 323; 3a a  nên ta lập các tỷ số 1 34 3; 12 3   . Ta chọn tỷ số 1 4 3   

là nhỏ nhất và ẩn đƣa ra là 4x , phần tử chốt là 12 3a  . Sau đó, biến đổi Bảng I bằng các phép 

biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II: Lý luận tƣơng tự nhƣ trên, ta thấy phƣơng án cơ bản ban đầu trong bảng này chƣa tối 

ƣu và cũng không có dấu hiệu cho thấy bài toán vô nghiệm. Biến đổi Bảng II bằng các phép 

biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng III: Trong bảng III ta thấy 0( 1,6)j j     nên bài toán Min đang xét có một phƣơng án 

tối ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu 1x định bởi: 

2

3

6

1 4 5

4 3

7 2

1

0

x

x

x

x x x








   

 

Với 1( ) 169 6g x   . Bỏ đi các ẩn phụ, ta đƣợc phƣơng án tối ƣu của bài toán Min là 

0

1 2 3( , , ) (0,4 3,7 2)x x x x   với 0( ) 169 6g x   . 

Kết luận: Bài toán Max đã cho có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,4 3,7 2)x   với 0( ) 169 6f x   

Ví dụ 4: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3 4 5( ) 2 6 4 2 3f x x x x x x Max        
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(2)  

1 2 3

2 3 4

2 5

2 4 52

4 2 60

3 36

x x x

x x x

x x

  


  
  

 

(3) 0( 1,5)jx j   

Giải: Bài toán trên có dạng chính tắc với các vế phải của các phƣơng trình ràng buộc trong (2) 

đều không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 

1 2 4 0 0

0 4 2 1 0

0 3 0 0 1

A

 
 

  
 
 

 

Vì A chứa đủ 3 véctơ cột đơn vị e1 (cột 1), e2 (cột 4), e3 (cột 5) nên bài toán có dạng chuẩn, 

trong đó: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x1 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x4 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x5 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

-2 6 4 -2 3 

i  
 

1x  2x  3x  4x  5x   

-2 1x  52 1 2 4  0 0 1 52 4*    

-2 4x  60 0 4 2 1 0 2 60 2   Bảng I 

3 5x  36 0 3 0 0 1  1 1: (1 4)h h  

 f(x) -116 0 -9 -16* 0 0  2 2 1: 2h h h   

4 3x  13 1/4 1/2 1 0 0 1 26   1: 16c ch h h   

-2 4x  34 -1/2 3  0 1 0 2 34 3*   Bảng II 

3 5x  36 0 3 0 0 1 3 36 3   2 2: (1 3)h h  

 f(x) 92 4 -1* 0 0 0  1 1 2: (1 2)h h h   
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4 3x  22/3 1/3 0 1 -1/6 0  3 3 2: 3h h h   

6 2x  34/3 -1/6 1 0 1/3 0  2:c ch h h   

3 5x  2 1/2 0 0 -1 1  Bảng III 

 f(x) 310/3 23/6 0 0 1/3 0   

 

Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) ( 2)*52 ( 2)*60 3*36 116f x         

1 4 5 0       

2 ( 2)*2 ( 2)*4 3*3 6 9          

3 ( 2)*4 ( 2)*2 3*0 4 16          

Trong Bảng I ta thấy tồn tại các 0j   là 2 39; 16      và trên mỗi cột tƣơng ứng có hệ số 

dƣơng. Ta chọn 3 16    âm nhỏ nhất và ẩn đƣa vào là 3x , khi đó trên cột tƣơng ứng có các 

hệ số dƣơng là 13 234; 2a a  nên ta lập các tỷ số 1 252 4; 60 2   . Ta chọn tỷ số 1 52 4   là 

nhỏ nhất và ẩn đƣa ra là 1x , phần tử chốt là 13 4a  . Sau đó, biến đổi Bảng I bằng các phép biến 

đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II: Lý luận tƣơng tự nhƣ trên, ta thấy phƣơng án cơ bản ban đầu trong bảng này chƣa tối 

ƣu và cũng không có dấu hiệu cho thấy bài toán vô nghiệm. Biến đổi Bảng II bằng các phép 

biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng III: Trong bảng III ta thấy 0( 1,5)j j     nên bài toán Max đang xét có một phƣơng án 

tối ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu 0x định bởi: 

3

2

5

1 4

22 3

34 3

2

0

x

x

x

x x








  

 

0( ) 310 3f x  . 

Kết luận: Bài toán Max đã cho có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,34 3,22 3,0,2)x   với 0( ) 310 3f x   
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2.6. Thuật toán đơn hình mở rộng: 

Thuật toán đơn hình giải bài toán QHTT dạng chính tắc tƣơng tự nhƣ thuật toán đơn hình giải 

bài toán QHTT dạng chuẩn, nhƣng có một số điểm cần chú ý nhƣ sau: 

 Do hàm mục tiêu mở rộng là ( )f x M (∑ ẩn giả) đối với bài toán Min , và là ( )f x M

(∑ ẩn giả) đối với bài toán Max, nên trong các bảng đơn hình, ở cột Hệ số có thể có các 

hệ số phụ thuộc M. Khi đó ở hàng cuối gồm 0( ); ( )f x f x  và các 
j ; các hệ số sẽ có 

dạng 
j jM  , do đó ngƣời ta thƣờng chia hàng cuối thành 2 hàng nhỏ: Hàng nhỏ trên 

ghi các số 
j ; Hàng nhỏ dƣới ghi các số 

jM . Các hàng này cũng tuân thủ các phép 

biến đổi của bảng cũng giống nhƣ các hàng khác. 

 Vì M là đại dƣơng rất lớn, nên khi so sánh các số hạng M   và ' 'M  , ta có qui 

tắc sau: 

'
' '

'
M M

 
   

 


    


 

0

0 0

0

M



  






   

 

 

  

'

' ' '

'

M M

 

     

 




    

 

 

Do đó khi xét dấu j , hệ số j  ở hàng nhỏ dƣới đƣợc xem xét trƣớc; và chỉ khi nào 0j  , ta 

mới xét đến hệ số j  ở hàng nhỏ trên. Tƣơng tự, khi so sánh các j , các hệ số j  ở hàng nhỏ 

dƣới đƣợc so sánh trƣớc; chỉ khi nào các j  bằng nhau, ta mới so sánh các hệ số j  ở hàng 

nhỏ trên. 

 Trong bảng đơn hình đầu tiên, tất cả các ẩn giả đều có trong cột Ẩn cơ bản (vì chúng 

đều là các ẩn cơ bản). Mỗi khi một ẩn giả bị đƣa ra khỏi hệ ẩn cơ bản thì không bao giờ 

ta đƣa ẩn giả đó trở lại nữa, vì vậy trong bảng đơn hình ta có thể bỏ đi các cột ứng với 

các ẩn giả. 

Ví dụ 1: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 4 5( ) 2 5f x x x x x Min      
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(2)  

3 4

2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 9 0

7 5 2 5

1 2 4 1 2

3 3 3 3 3

x x

x x x x

x x x x x


  


   

     


 

(3) 0( 1,5)jx j   

Giải: Bài toán trên có dạng chính tắc với vế phải của phƣơng trình ràng buộc trong (2) đều 

không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 

0 0 3 9 0

0 1 7 5 2

1 1 3 2 3 4 3 1 3

A

  
 

    
  

 

Vì A chứa véctơ cột đơn vị e3 (cột 1), không chứa các véctơ cột đơn vị e1, e2, nên bài toán 

chƣa có dạng chuẩn. Ta đƣa vào các ẩn giả 0( 6,7)jx j  và lần lƣợt cộng 6 7,x x  vào vế trái 

của các phƣơng trình ràng buộc thứ 1, thứ 2 để xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn: 

(1)   1 2 4 5 6 7( ) 2 5f x x x x x Mx Mx Min        

(2)  

3 4 6

2 3 4 5 7

1 2 3 4 5

3 9 0

7 5 2 5

1 2 4 1 2

3 3 3 3 3

x x x

x x x x x

x x x x x


   


    

     


 

(3) 0( 1,7)jx j   

Khi đó bài toán có: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x6 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x7 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x1 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 
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Hệ 

số 

Ẩn 

cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

1 2 0 1 -5 
i

 

 

1x  2x  
3x  

4x  
5x   

M 6x  0 0 0 -3 -9 0   

M 7x  5 0 1  -7 -5 -2  Bảng I 

1 1x  2/3 1 -1/3 2/3 4/3 1/3  3 3 2: (1/ 3)h h h   

 f(x) 

2/3 0 -7/3 2/3 1/3 16/3  1 1 2: (7 / 3)c ch h h   

5M 0 M* -10M -14M -2M  2 2 2: .c ch h M h   

M 6x  0 0 0 -3 -9 0   

2 2x  5 0 1 -7 -5 -2  Bảng II 

1 1x  7/3 1 0 -5/3 -1/3 -1/3   

 f(x) 
37/3 0 0 -47/3 -34/3 2/3   

0 0 0 -3M -9M 0   

 

Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) *0 *5 1*(2 / 3) 2 / 3 5f x M M M      

1 0   

2 *0 *1 1*( 1/ 3) 2 7 / 3M M M          

3 *( 3) *( 7) 1*(2 / 3) 0 2 / 3 10M M M          

4 *( 9) *( 5) 1*(4 / 3) 1 1/ 3 14M M M          

5 *0 *( 2) 1*(1/ 3) ( 5) 16 / 3 2M M M          
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Trong Bảng I ta thấy tồn tại duy nhất một 0j   là 
2 7 / 3 0M     và trên cột tƣơng ứng chỉ 

có một hệ số dƣơng là 
22 1 0a   . Ta chọn ẩn đƣa vào là 

2x , ẩn đƣa ra là 
7x , phần tử chốt là 

22 1a  . Sau đó, biến đổi Bảng I bằng các phép biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II: Trong bảng II, ta thấy tồn tại 
5 2 / 3 0    mà 

i5 15 25 350( 1,3)( 0; 2; 1/ 3)a j a a a         nên bài toán Min mở rộng vô nghiệm. Suy ra bài 

toán Min xuất phát cũng vô nghiệm. 

Kết luận: Bài toán Min đã cho không có phƣơng án tối ƣu. 

Ví dụ 2: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3( ) 2 4 2f x x x x Max      

(2)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 27

2 2 50

18

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

(3) 0( 1,3)jx j   

Giải: Biến đổi bài toán trên về dạng chính tắc bằng cách đƣa vào ẩn phụ 4 0x  : 

(1’)   1 2 3( ) 2 4 2f x x x x Max      

(2’)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

2 27

2 2 50

18

x x x

x x x

x x x x

  


  
    

 

(3’) 0( 1,4)jx j   

Với vế phải của phƣơng trình ràng buộc trong (2’) đều không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 

1 2 1 0

2 1 2 0

1 1 1 1

A

 
 

  
   

 

Vì A chứa véctơ cột đơn vị e3 (cột 4), không chứa các véctơ cột đơn vị e1, e2, nên bài toán 

chƣa có dạng chuẩn. Ta đƣa vào các ẩn giả 0( 5,6)jx j  và lần lƣợt cộng 5 6,x x  vào vế trái 

của các phƣơng trình ràng buộc thứ 1, thứ 2 để xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn: 
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(1”)   
1 2 3 5 6( ) 2 4 2f x x x x Mx Mx Max        

(2”)  

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 3 4

2 27

2 2 50

18

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

 

(3”) 0( 1,6)jx j   

Khi đó bài toán có: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x5 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x6 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x4 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 

Hệ 

số 

Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

-2 -4 2 0 

i  
 

1x  2x  3x  4x   

-M 5x  27 1 -2 1 0 1 27 /1   Bảng I 

-M 6x  50 2 1 2  0 1 50 / 2*   2 2: (1/ 2)h h  

0 4x  18 1 -1 -1 1  1 1 2:h h h   

 ( )f x  
0 2 4 -2 0  3 3 2:h h h   

-77M -3M M -3M* 0  1 1 2: 2c ch h h   

-M 5x  2 0 -5/2 0 0  2 2 2: 3 .c ch h M h   

2 3x  25 1 1/2 1 0  Bảng II 

0 4x  43 2 -1/2 0 1   

 ( )f x  
50 4 5 0 0   

-2M 0 5M/2 0 0   
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Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) *27 *50 0*18 77f x M M M       

4 0   

1 *1 *2 0*1 ( 2) 2 3M M M          

2 *( 2) *1 0*( 1) ( 4) 4M M M            

3 *1 *2 0*( 1) 2 2 3M M M           

Trong Bảng I ta thấy tồn tại duy nhất các 0j   là 1 32 3 0; 2 3 0M M         và trên mỗi 

cột tƣơng ứng có hệ số dƣơng. Ta chọn 3 2 3M     âm nhỏ nhất và ẩn đƣa vào là 3x , khi đó 

trên cột tƣơng ứng có các hệ số dƣơng là 13 231 0, 2 0a a    . Ta lập các tỷ số 

1 227 /1; 50 / 2   , chọn tỷ số 2 25  nhỏ nhất và ẩn đƣa ra là 6x , phần tử chốt là 23 2a  . Sau 

đó, biến đổi Bảng I bằng các phép biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II: Trong bảng II, ta thấy 0( 1,4)j j     nên bài toán Max mở rộng có một phƣơng án 

tối ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu 0x  định bởi:  

5

3

4

1 2 6

2

25

43

0

x

x

x

x x x








   

 

với 0( ) 50 2f x M  . 

Vì bài toán Max mở rộng có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,0,25,43,2,0)x  , trong đó ẩn giả 

5 2 0x    nên bài toán Max xuất phát không có phƣơng án nào. 

Kết luận: Bài toán Max đã cho không có phƣơng án nào và do đó không có phƣơng án tối ƣu. 

Ví dụ 3: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3( ) 16 7 9f x x x x Min      

(2)  1 2 3

1 2

2 1 1

3 3 3

5 5 7

x x x

x x


   

  
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(3) 0( 1,3)jx j   

Giải: Bài toán trên có dạng chính tắc với vế phải của phƣơng trình ràng buộc trong (2) đều 

không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 

2 1
1

3 3

5 5 0

A

 
  
   

 

Vì A chứa véctơ cột đơn vị e1 (cột 3), không chứa véctơ cột đơn vị e2, nên bài toán chƣa có 

dạng chuẩn. Ta đƣa vào ẩn giả 4 0x  và cộng 4x  vào vế trái của phƣơng trình ràng buộc thứ 2 

để xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn: 

(1’)   1 2 3 4( ) 16 7 9f x x x x Mx Min       

(2’)  1 2 3

1 2 4

2 1 1

3 3 3

5 5 7

x x x

x x x


   

   

 

(3’) 0( 1,4)jx j   

Khi đó bài toán có: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x3 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x4 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 
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Hệ 

số 

Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

-16 7 9 

i  
 

1x  2x  
3x   

9 3x  1/3 -2/3 -1/3 1  Bảng I 

M 4x  7 -5 5  0  2 2: (1/ 5)h h  

 ( )f x  
3 10 -10 0  1 1 2: (1/ 3)h h h   

7M -5M 5M* 0  1 1 2: 10c ch h h   

9 3x  4/5 -1 0 1  2 2 2: 5 .c ch h M h   

7 2x  7/5 -1 1 0   

 ( )f x  17 0 0 0   

 

Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) 9*(1/ 3) *7 3 7f x M M     

3 0   

1 9*( 2 / 3) *( 5) ( 16) 10 5M M          

2 9*( 1/ 3) *5 7 10 5M M         

Trong Bảng I ta thấy tồn tại duy nhất các 0j   là 2 10 5 0M     và trên cột tƣơng ứng chỉ 

có một hệ số dƣơng là 22 5 0a   . Ta chọn ẩn đƣa vào là 2x , ẩn đƣa ra là 4x , phần tử chốt là 

22 5a  . Sau đó, biến đổi Bảng I bằng các phép biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II: Trong bảng II, ta thấy 0( 1,3)j j     nên bài toán Min mở rộng có một phƣơng án 

tối ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu 0x  định bởi:  

3

2

1 4

4 / 5

7 / 5

0

x

x

x x





  
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với 0( ) 17f x  . 

Vì bài toán Min mở rộng có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,7 / 5,4 / 5,0)x  , trong đó ẩn giả duy nhất 

4 0x   nên bài toán Min xuất phát có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,7 / 5,4 / 5)x   với 0( ) 17f x   

Kết luận: Bài toán Min đã cho có phƣơng án tối ƣu là 0 (0,7 / 5,4 / 5)x   với 0( ) 17f x  . 

Ví dụ 4: Giải bài toán QHTT sau: 

(1)   1 2 3( ) 2 3 3f x x x x Max      

(2)  

1 2

1 2 3

1 2 3

3 12

2 1

3

x x

x x x

x x x

 


  
   

 

(3) 0( 1,3)jx j   

Giải: Chuyển về bài toán Min bằng cách đặt 

   1 2 3( ) ( ) 2 3 3g x f x x x x      

Ta có bài toán: 

(1’)   1 2 3( ) 2 3 3g x x x x Min     

(2)  

1 2

1 2 3

1 2 3

3 12

2 1

3

x x

x x x

x x x

 


  
   

 

(3) 0( 1,3)jx j   

Biến đổi bài toán trên về dạng chính tắc bằng cách đƣa vào ẩn phụ 4 50; 0x x  : 

(1’)   1 2 3( ) 2 3 3g x x x x Min     

(2’)  

1 2 4

1 2 3 5

1 2 3

3 12

2 1

3

x x x

x x x x

x x x

  


   
   

 

(3’) 0( 1,5)jx j     
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Với vế phải của phƣơng trình ràng buộc trong (2’) đều không âm. Ma trận hệ số ràng buộc là: 

3 1 0 1 0

1 2 1 0 1

1 1 1 0 0

A

 
 

   
   

 

Vì A chứa véctơ cột đơn vị e1 (cột 4), không chứa các véctơ cột đơn vị e1, e2, nên bài toán 

chƣa có dạng chuẩn. Ta đƣa vào các ẩn giả 0( 6,7)jx j  và lần lƣợt cộng 
6 7,x x  vào vế trái 

của các phƣơng trình ràng buộc thứ 2, thứ 3 để xây dựng bài toán mở rộng dạng chuẩn: 

(1”)   1 2 3 6 7( ) 2 3 3g x x x x Mx Mx Min       

(2”)  

1 2 4

1 2 3 5 6

1 2 3 7

3 12

2 1

3

x x x

x x x x x

x x x x

  


    
    

 

(3”) 0( 1,7)jx j   

Khi đó bài toán có: 

 Ẩn cơ bản thứ 1 là x4 

 Ẩn cơ bản thứ 2 là x6 

 Ẩn cơ bản thứ 3 là x7 

Ta giải bài toán bằng phƣơng pháp đơn hình. Lập bảng đơn hình: 
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Hệ 

số 

Ẩn 

cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

2 -3 3 0 0 

i  

 

1x  2x  
3x  

4x  
5x   

0 4x  12 3 -1 0 1 0 1 12 / 3   Bảng I 

M 6x  1 1  2 -1 0 -1 2 1/1*   
1 1 2: 3h h h   

M 7x  3 1 -1 -1 0 0 3 3 /1*   
3 3 2:h h h   

 ( )g x  
0 -2 3 -3 0 0  1 1 2: 2c ch h h   

4M 2M* M -2M 0 -M  2 2 2: 2 .c ch h M h   

0 4x  9 0 -7 3 1 3 1 9 / 3   Bảng II 

2 1x  1 1 2 -1 0 -1  1 1 3: 3h h h   

M 7x  2 0 -3 0 0 1  3 2 /1   2 2 3:h h h   

 ( )g x  
2 0 7 -5 0 -2  1 1 3: 2c ch h h   

2M 0 -3M 0 0 M*  2 2 3: .c ch h M h   

0 4x  3 0 2  3 1 0  Bảng III 

2 1x  3 1 -1 -1 0 0  1 1: (1/ 2)h h  

0 5x  2 0 -3 0 0 1  2 2 1:h h h   

 ( )g x  6 0 1* -5 0 0  3 3 1: 3h h h   

-3 2x  3/2 0 1 3/2 1/2 0  1:c ch h h   

2 1x  9/2 1 0 1/2 1/2 0  Bảng IV 

0 5x  13/2 0 0 9/2 3/2 1   

 ( )g x  9/2 0 0 -13/2 -1/2 0   
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Bảng I: Ta tìm đƣợc  

0( ) 0*12 *1 *3 4g x M M M     

4 0   

1 0*3 *1 *1 2 2 2M M M         

2 0*( 1) *2 *( 1) ( 3) 3M M M           

3 0*0 *( 1) *( 1) 3 3 2M M M           

5 0*0 *( 1) *0 0M M M         

Trong Bảng I ta thấy tồn tại duy nhất các 0j   là 1 32 0; 3 0M M         và trên mỗi 

cột tƣơng ứng có hệ số dƣơng. Ta chọn 1 2 2M     dƣơng lớn nhất và ẩn đƣa vào là 1x , khi 

đó trên cột tƣơng ứng có các hệ số dƣơng là 11 21 313 0, 1 0, 1 0a a a      . Ta lập các tỷ số 

1 2 312 / 3; 1/1; 3 /1     , chọn tỷ số 2 1/1  nhỏ nhất và ẩn đƣa ra là 6x , phần tử chốt là 

21 1a  . Sau đó, biến đổi Bảng I bằng các phép biến đổi ghi cạnh bảng. 

Bảng II và III: Lý luận tƣơng tự nhƣ trên, ta thấy các phƣơng án cơ bản ban đầu trong các bảng 

này chƣa tối ƣu và cũng không có dấu hiệu cho thấy bài toán vô nghiệm. Biến đổi các bảng 

bằng các phép biến đổi ghi cạnh các bảng. 

Bảng IV: Trong bảng IV, ta thấy 0( 1,5)j j     nên bài toán Min mở rộng có một phƣơng án 

tối ƣu là phƣơng án cơ bản ban đầu 0x  định bởi:  

2

1

5

3 4 6 7

3 / 2

9 / 2

13 / 2

0

x

x

x

x x x x








    

 

với 0( ) 9 / 2g x  . 

Vì bài toán Min mở rộng có phƣơng án tối ƣu là 0 (9 / 2,3 / 2,0,0,13 / 2,0,0)x  , trong đó các ẩn 

giả 6 7,x x  đều bằng 0 nên bài toán Min xuất phát có phƣơng án tối ƣu là 0 (9 / 2,3 / 2,0)x   với 

0( ) 9 / 2g x   (ta bỏ đi các ẩn phụ 4 50, 13 / 2x x  ) 

 Kết luận: Bài toán Max đã cho có phƣơng án tối ƣu là 0 (9 / 2,3 / 2,0)x   với 0( ) 9 / 2f x   . 
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CHƢƠNG 3: BÀI TOÁN ĐỐI NGẪU  

3.1.  Khái niệm 

3.2. Bài toán đối ngẫu 

Với mỗi bài toán quy hoạch tuyến tính đều có tƣơng ứng với nó là một bài toán ngƣợc 

hoàn toàn xác định gọi là bài toán đối ngẫu. 

3.2.1. Cặp bài toán đối ngẫu: 

Nếu bài toán (D) là bài toán đối ngẫu của bài toán (P) thì bài toán (P) là bài toán đối ngẫu 

của bài toán (D). Ta gọi hai bài toán (P) và (D) là một cặp bài toán đối ngẫu. 

 Phƣơng pháp lập bài toán đối ngẫu 

Để lập bài toán đối ngẫu (D) từ bài toán gốc (P), ta tiến hành theo các bƣớc sau: 

Bước 1: Xác định số ẩn, số ràng buộc chính và các hệ số của (D) 

 Số ẩn: Số ẩn của (D) là số ràng buộc chính của (P).  

 Số ràng buộc chính: Số ràng buộc chính của (D) là số ẩn của (P). 

 Hệ số của ẩn trong hàm mục tiêu: Hệ số của ẩn yi trong hàm mục tiêu của (D) là số 

hạng tự do tƣơng ứng bi trong hệ ràng buộc chính của (P). 

 Hệ số trong hệ ràng buộc chính: Các hệ số của các ẩn và hệ số tự do trong ràng buộc 

chính thứ j của bài toán (D) là các hệ số tƣơng ứng của ẩn xj trong hệ ràng buộc chính 

và hàm mục tiêu của bài toán (P).  

Bước 2: Xác định hàm mục tiêu và dấu của bài toán (D). 

 Hàm mục tiêu: Nếu (P) là bài toán Min thì (D) là bài toán Max và ngƣợc lại. 

 Dấu của hệ ràng buộc:  

Nếu (P) là bài toán Min thì dấu ở ràng buộc chính thứ j của (D) ngƣợc dấu với dấu của 

ẩn xj của (P) và dấu của ẩn yi của (D) cùng dấu với dấu ở ràng buộc chính thứ i của (P). 
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Nếu (P) là bài toán Max thì dấu ở ràng buộc chính thứ j của (D) cùng dấu với dấu của 

ẩn xj của (P) và dấu của ẩn yi của (D) ngƣợc dấu với dấu ở ràng buộc chính thứ i của (P). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chú ý: Một ràng buộc chính có dấu “=” trong bài toán này thì ẩn tƣơng ứng trong bài 

toán kia có dấu tùy ý và ngƣợc lại. 

Ví dụ 1: Viết bài toán đối ngẫu của bài toán sau  

(1) 1 2 3 4( ) 3 2 5f x x x x x Min      

Bài toán gốc (P) Bài toán đối ngẫu (D)                           

1

( )
n

j j

j

f x c x Max


   
1

g(y)
m

i i

i

b y Min


   

1

n

ij j i

j

a x b


 
 

 
  

  

ùy ý

0

0

i

t

y

 
 

 
  

 

 

ùy ý

0

0

j

t

x

 
 

 
  

 
1

m

ij i j

i

a y c


 
 

 
  

  

Bài toán gốc (P) Bài toán đối ngẫu (D)                           

1

( )
n

j j

j

f x c x Min


   
1

g(y)
m

i i

i

b y Max


   

1

n

ij j i

j

a x b


 
 

 
  

  

ùy ý

0

0

i

t

y

 
 

 
  

 

 

ùy ý

0

0

j

t

x

 
 

 
  

 
1

m

ij i j

i

a y c


 
 

 
  

  
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(2) 
1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

4 6 5 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x x

x x x

x x x

   


  
    

 

(3) 
1 2 3 40, 0; ùy ý; ùy ýx x x t x t     

Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D): 

(1) 1 2 3( ) 50 30 25g y y y y Max     

(2) 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2

4 7 2 3

6 3 2

5 5 5

5 1

y y y

y y

y y y

y y

   

  

    
  

 

(3) 1 2 30; ùy ý; 0y y t y    

 

Ví dụ 2: Viết bài toán đối ngẫu của bài toán sau 

(1) 1 2 3 4( ) 3 2 5f x x x x x Max      

(2) 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

4 6 5 5 50

7 30

2 3 5 25

x x x x

x x x

x x x

   


  
    

 

(3) 1 2 3 40, 0; ùy ý; ùy ýx x x t x t     

Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D): 

(1) 1 2 3( ) 50 30 25g y y y y Min     

(2) 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2

4 7 2 3

6 3 2

5 5 5

5 1

y y y

y y

y y y

y y

   

  

    
  

 

(3) 1 2 30; ùy ý; 0y y t y    
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3.2.2. Cặp ràng buộc đối ngẫu 

Trong một cặp ràng buộc đối ngẫu, ta gọi hai ràng buộc bất đẳng thức trong hai bài toán 

cùng tƣơng ứng với một chỉ số là một cặp ràng buộc đối ngẫu. 

 Phƣơng pháp xác định các cặp ràng buộc đối ngẫu: 

Để tìm các cặp ràng buộc đối ngẫu của cặp bài toán đối ngẫu (P) và (D) ta tiến hành 

theo các bƣớc sau: 

Bước 1: Xét hệ ràng buộc chính (P) 

Nếu ràng buộc chính thứ i của bài toán (P) là bất phƣơng trình thì điều kiện về dấu của 

ẩn thứ i của bài toán (D) là ràng buộc đối ngẫu của nó và cặp ràng buộc gồm ràng buộc chính 

thứ i của bài toán (P) và điều kiện về dấu của ẩn thứ i của bài toán (D) là một cặp ràng buộc 

đối ngẫu. Hệ ràng buộc chính của (P) có bao nhiêu bất phƣơng trình thì ta có bấy nhiêu cặp 

ràng buộc đối ngẫu. 

Bước 2: Xét hệ ràng buộc dấu của bài toán (P) 

Nếu xj ≥ 0 (hay xj ≤ 0) thì ràng buộc chính thứ j của bài toán (D) là ràng buộc đối ngẫu 

của nó và cặp ràng buộc gồm ràng buộc xj ≥ 0 (hay xj ≤ 0) và ràng buộc chính thứ j của bài 

toán (D) là một cặp ràng buộc đối ngẫu. Bài toán (P) có bao nhiêu điều kiện về dấu của ẩn số 

thì ta có thêm bấy nhiêu cặp ràng buộc đối ngẫu. 

Chú ý: Ta cũng có thể tiến hành hai bƣớc trên đối với bài toán (D), nghĩa là ta xét hệ ràng buộc 

chính và hệ ràng buộc dấu của bài toán (D) để tìm các cặp ràng buộc đối ngẫu của cặp bài toán 

đối ngẫu (P) và (D). 

Ví dụ 1: Hãy lập bài toán đối ngẫu và chỉ ra các cặp ràng buộc đối ngẫu: 

(1)   1 2 3( ) 2 3f x x x x Min     

(2)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2

4 3

2 6

3 5 7 8

x x x

x x x

x x x

x x x

  


   


  
   

 

(3)   1 2 30; 0; 0x x x    

Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P):    
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(1)   
1 2 3 4( ) 2 3 6 8g y y y y y Max      

(2)  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1

3 5 2

4 2 7 3

y y y y

y y y y

y y y y

   


   
     

 

(3)   
1 2 3 4ùy ý; 0; 0; 0y t y y y     

Hệ ràng buộc chính của bài toán (P) có 3 bất phƣơng trình và bài toán (P) có 3 điều kiện về 

dấu của ẩn số nên cặp bài toán đối ngẫu (P) và (D) có 6 cặp ràng buộc đối ngẫu sau: 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2: Hãy lập bài toán đối ngẫu và chỉ ra các cặp ràng buộc đối ngẫu: 

(1)   1 2 3 4( ) 2 3 4f x x x x x Max      

(2)  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
     

 

(3)   1 2 3 40; 0; 0; ùy ýx x x x t     

Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P):    

(1)   1 2 3( ) 9 14 19g y y y y Min     

(2)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 10 15 1

6 11 16 2

7 12 17 3

8 13 18 4

y y y

y y y

y y y

y y y

  


   


  
    

 

(3)   1 2 30; ùy ý; 0y y t y    

1 2 34 3x x x       2 0y   

1 2 32 6x x x      3 0y   

1 2 33 5 7 8x x x      4 0y   

1 0x     1 2 3 42 3 1y y y y     

2 0x     1 2 3 43 5 2y y y y     

3 0x     1 2 3 44 2 7 3y y y y      
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Hệ ràng buộc chính của bài toán (P) có 2 bất phƣơng trình và bài toán (P) có 3 điều kiện về 

dấu của ẩn số nên cặp bài toán đối ngẫu (P) và (D) có 5 cặp ràng buộc đối ngẫu sau: 

 

 

 

 

 

3.2.3. Cặp bài toán đối ngẫu không đối xứng 

Trong cặp bài toán đối ngẫu không đối xứng thì ta có n cặp ràng buộc đối ngẫu nhƣ sau:
 

 

 

 

 

 

 

3.2.4. Cặp bài toán đối ngẫu đối xứng 

Trong cặp bài toán đối ngẫu đối xứng thì ta có n+m cặp ràng buộc đối ngẫu nhƣ sau: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 3 45 6 7 8 9x x x x       
1 0y   

1 2 3 415 16 17 18 19x x x x         
3 0y   

1 0x     
1 2 35 10 15 1y y y    

2 0x     
1 2 36 11 16 2y y y     

3 0x     1 2 37 12 17 3y y y    

Bài toán gốc (P) Bài toán đối ngẫu (D)                           

1

( ) /
n

j j

j

f x c x Min Max


   
1

g(y) /
m

i i

i

b y Max Min


   

1

n

ij j i

j

a x b


  
1

( )
m

ij i j

i

a y c


   

0( 1, )jx j n    

Bài toán gốc (P) Bài toán đối ngẫu (D)                           

1

( ) /
n

j j

j

f x c x Min Max


   
1

g(y) /
m

i i

i

b y Max Min


   

1

( )
n

ij j i

j

a x b


   0( 1, )iy i m    

0( 1, )jx j n    

1

( )
m

ij i j

i

a y c


   
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3.3. Các tính chất và định lý về đối ngẫu: 

Với cặp bài toán (P) và (D) chỉ xảy ra một trong ba trƣờng hợp sau: 

i. Cả hai đều không có phƣơng án 

ii. Cả hai cùng có phƣơng án, lúc đó cả hai cùng có phƣơng án tối ƣu và giá trị hai hàm 

mục tiêu đối với phƣơng án tối ƣu là bằng nhau. 

iii. Một trong hai bài toán không có phƣơng án còn bài toán kia có phƣơng án khi đó 

bài toán có phƣơng án sẽ không có phƣơng án tối ƣu, và hàm mục tiêu của nó không 

bị chặn. 

Định lý 1: Nếu bài toán gốc có nghiệm thì bài toán đối ngẫu cũng có nghiệm và giá trị của 

hai hàm mục tiêu là nhƣ nhau. Điều ngƣợc lại cũng đúng. 

Hệ quả: Sự tồn nghiệm của hai bài toán đối ngẫu của nhau là tƣơng đƣơng. 

Định lý 2: 

Nếu 1 2( , ,..., )nX x x x  là phƣơng án của bài toán ( ) /f x Min Max  

và   1 2( , ,..., )nY y y y  là phƣơng án của bài toán đối ngẫu ( ) /g y Max Min  

mà  ( ) ( )f x g y  thì X và Y là các phƣơng án tối ƣu của các bài toán tƣơng ứng. 

Định lý 3:  

Nếu 1 2( , ,..., )nX x x x  và 1 2( , ,..., )nY y y y  là các phƣơng án tối ƣu của hai bài toán đối ngẫu 

nhau, khi đó: 

 Nếu X thỏa mãn lỏng ràng buộc thứ k thì Y thỏa mãn chặt  ràng buộc đối ngẫu với ràng 

buộc thứ k. 

 Nếu Y thỏa mãn lỏng ràng buộc thứ s thì X thỏa mãn chặt ràng buộc đối ngẫu với ràng 

buộc thứ s. 

Chú ý: Ta hay sử dụng X thỏa mãn lỏng ràng buộc thứ k để suy ra Y thỏa mãn chặt ràng buộc 

đối ngẫu với k, từ đó ta có đƣợc các phƣơng trình tìm ra đƣợc các yi. 

 

 Phƣơng pháp giải bài toán đối ngẫu 

Để giải bài toán đối ngẫu (D) ta có thể sử dụng các phƣơng pháp sau: 
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Phƣơng pháp 1: Phƣơng pháp đơn hình đối ngẫu 

Bước 1: Giải bài toán (P) bằng phƣơng pháp đơn hình hay phƣơng pháp đơn hình mở 

rộng. 

Chú ý:  Khi giải bài toán mở rộng bằng phƣơng pháp đơn hình thì nhất thiết phải đƣa ẩn 

giả vào bảng đơn hình. 

Bước 2: Tìm phƣơng án tối ƣu của bài toán (D) 

Khi tìm đƣợc bảng đơn hình có phƣơng án tối ƣu của bài toán (P) thì phƣơng án cơ bản 

tối ƣu của bài toán (D) có các thành phần theo công thức sau: 

0 ( 1, )i j jy c i m       

Trong đó cj là hệ số của ẩn xj trong hàm mục tiêu của bài toán (P) và Δj là hệ số ƣớc 

lƣợng của ẩn xj trong bảng đơn hình có phƣơng án tối ƣu với xj là ẩn cơ bản thứ i trong bảng 

đơn hình thứ nhất. 

Phƣơng pháp 2: Phƣơng pháp dùng định lí độ lệch bù yếu 

Nếu ta biết bài toán xuất phát (P) có phƣơng án tối ƣu là x
0
 thì các phƣơng án tối ƣu của 

bài toán đối ngẫu (D) có thể tìm đƣợc định lí độ lệch bù yếu nhƣ sau: 

Bước 1: Lập hệ phƣơng trình tối ƣu của bài toán (D) 

Thế phƣơng án tối ƣu x
0
 lần lƣợt vào các ràng buộc bất đẳng thức của bài toán (P): Nếu 

ràng buộc nào thỏa mãn x
0
 với dấu bất đẳng thức thật sự thì ràng buộc đối ngẫu của nó trong 

bài toán (D) phải thỏa mãn với dấu bằng, nghĩa là ràng buộc đó trở thành một phƣơng trình. 

Từ đó ta đƣợc một hệ phƣơng trình theo các biến của bài toán (D), ta gọi hệ phƣơng trình này 

là hệ phƣơng trình tối ƣu của bài toán (D). 

Bước 2: Giải hệ phƣơng trình tối ƣu. 

Hệ phƣơng trình tối ƣu là một hệ phƣơng trình tuyến tính nên ta sử dụng các phƣơng 

pháp giải hệ phƣơng trình tuyến tính để tìm nghiệm của hệ phƣơng trình tối ƣu. 

Bước 3: Tìm phƣơng án tối ƣu của bài toán (D). 

Thế nghiệm của hệ phƣơng trình tối ƣu vào các ràng buộc còn lại của bài toán (D): 

Những nghiệm của hệ phƣơng trình tối ƣu thỏa mãn các ràng buộc còn lại của bài toán (D) là 

tập phƣơng án tối ƣu của (D). 
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Ví dụ 1: Cho bài toán QHTT (P) sau: 

(1)   
1 2 3 4( ) 2 4f x x x x x Max      

(2)  

1 2 4

2 4

2 3 4

3 1

5 2 3

4 3

x x x

x x

x x x

  

  
   

 

(3)   0( 1,4)jx j 
 

a. Giải bài toán (P) 

b. Lập bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) và giải bài toán (D) 

 

Giải: 

a. Thêm vào bài toán (P) 3 ẩn phụ 5 6 7, ,x x x  thì ta đƣợc bài toán có dạng chuẩn rồi giải 

bằng phƣơng pháp đơn hình nhƣ sau: 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

2 4 1 1 0 0 0 

i  

1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  

2 1x  1 1 3 0 1 1 0 0 

 0 6x  3 0 -5 0 -2 0 1 0 

0 7x  3 0 1 4  1 0 0 1 

 f(x) 2 0 2 -1* 1 2 0 0  

2 1x  1 1 3 0 1 1 0 0  

0 6x  3 0 -5 0 -2 0 1 0  

1 3x  3/4 0 1/4 1 1/4 0 0 1/4  

 f(x) 11/4 0 9/4 0 5/4 2 0 1/4  

 

Trong bảng đơn hình thứ hai ta có 0( )j j   nên bài toán có phƣơng án tối ƣu (duy nhất) và 

giá trị tối ƣu là 0 (1,0,3 4,0)x   với 0( ) 11/ 4f x  . 
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b. Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) là: 

(1)   
1 2 3( ) 3 3g y y y y Min     

(2)  

1

1 2 3

3

1 2 3

2

3 5 4

4 1

2 1

y

y y y

y

y y y




  



   

 

(3)   0( 1,3)iy i 
 

Theo câu a thì trong bảng đơn hình thứ nhất: 

 Ẩn cơ bản thứ nhất là x1 

 Ẩn cơ bản thứ hai là x6 

 Ẩn cơ bản thứ ba là x7 

Có hệ số trong hàm mục tiêu lần lƣợt là 2,0,0  và hệ số ƣớc lƣợng của các ẩn 1 6 7, ,x x x  trong 

bảng đơn hình cuối cùng là 0,0,1 4  nên ta có: 

   0 0 0

1 2 32 0 2; 0 0 0; 0 1 4 1 4y y y          

Do đó theo phƣơng pháp đơn hình đối ngẫu, bài toán (D) có phƣơng án tối ƣu là: 

   0 (2,0,1 4)y   với 0( ) 11 4g y   

Chú ý: Trong bảng đơn hình thứ nhất có 2 cột đơn vị thứ nhất nên ta có thể chọn một trong hai 

ẩn tƣơng ứng làm ẩn cơ bản thứ nhất. Trong lời giải trên, ta chọn x1 làm ẩn cơ bản thứ nhất. 

Ví dụ 2: Cho bài toán QHTT (P) sau: 

(1)   1 2 3( ) 3 4f x x x x Min     

(2)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 15

2 5 8

4 2 2 10

x x x

x x x

x x x

   


  
   

 

(3)   1 2 30; 0; 0x x x  
 

Cho biết bài toán (P) có phƣơng án tối ƣu là 0 (7,0, 9)x   . Hãy lập và giải bài toán đối ngẫu 

(D) của bài toán (P). 
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Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) là: 

(1)   
1 2 3( ) 15 8 10g y y y y Max     

(2)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 3

2 2 4

4 5 2 1

y y y

y y y

y y y

   


  
   

 

(3)   0( 1,3)iy i 
 

Do bài toán (P) đã cho có phƣơng án tối ƣu là 0 (7,0, 9)x    nên theo định lý 3 (Định lý độ lệch 

bù yếu) ta có hệ phƣơng trình sau: 

   

2 1

1 2 3 2

31 2 3

0 1 5

3 2 4 3 0

9 104 5 2 1

y y

y y y y

yy y y

  
 
      
      

 

Hệ phƣơng trình trên có duy nhất một nghiệm và nghiệm đó thỏa mãn các ràng buộc còn lại 

của bài toán đối ngẫu nên (D) có PATU là 0 (1 5,0,9 10)y   với 0( ) 12g y  . 

Ví dụ 3: Cho bài toán QHTT (P) sau: 

(1)   1 2 3 4 5( ) 2 3 4f x x x x x x Max        

(2)  

1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 4 5

3 2 4 2 9

7 3 7 5 14

4 2 4 3 8

x x x x x

x x x x

x x x x

    


   
    

 

(3)   0( 1,5)jx j 
 

a. Giải bài toán (P) 

b. Lập bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) và chỉ ra các cặp ràng buộc đối ngẫu. Tìm tập 

phƣơng án tối ƣu của bài toán (D) 

Giải: 

a. Lập bài toán mở rộng của bài toán (P) rồi giải bằng phƣơng pháp đơn hình nhƣ sau: 

 

 

 



 Trang  65 

Hệ số 
Ẩn cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

-2 3 1 1 -4 

i  

1x  2x  
3x  

4x  
5x  

1 3x  9 3 -2 1 -4 2 1 3   

-M 6x  14 7  -3 0 -7 5 2 2*   

-M 7x  8 4 -2 0 -4 3 3 2   

 f(x) 
9 5 -5 0 -5 6 

 
-22M -11M* 5M 0 11M -8M 

1 3x  3 0 -5/7 1 -1 -1/7  

-2 1x  2 1 -3/7 0 -1 5/7 2 14 5   

-M 7x  0 0 -2/7 0 0 1 7  3 0*   

 f(x) 
-1 0 -20/7 0 0 17/7 

 
0 0 2/7M 0 0 -1/7M* 

1 3x  3 0 -1 1 -1 0  

-2 1x  2 1 1 0 -1 0  

-4 5x  0 0 -2 0 0 1  

 f(x) -1 0 2 0 0 0  

Bài toán (P) có PATU là 0 (2,0,3,0,0)x   với 0( ) 1f x    

b. Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) là: 

(1)   1 2 3( ) 9 14 8g y y y y Min     

(2)  

1 2 3

1 2 3

1

1 2 3

1 2 3

3 7 4 2

2 3 2 3

1

4 7 4 1

2 5 3 4

y y y

y y y

y

y y y

y y y

   

   




   

    
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(3)   ùy ý ( 1,3)iy t i 
 

Bài toán (P) có 3 điều kiện về dấu của ẩn số nên cặp bài toán đối ngẫu (P) và (D) có 5 cặp ràng 

buộc đối ngẫu sau: 

 

 

 

  

 

 

Do bài toán (P) có PATU là 0 (2,0,3,0,0)x   nên theo định lý 3 (Định lý độ lệch bù yếu) ta có 

hệ phƣơng trình sau: 

  

1

1 2 3

2

1

3

1
3 7 4 2

1
(7 5) / 4

y
y y y

y
y

y






    

  
    

 với    

Thế các nghiệm trên vào 3 ràng buộc còn lại của bài toán (D) ta đƣợc 

 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2 2 1 3 2 (7 5) / 4 3 5(1)

4 7 4 4 1 7 4 (7 5) / 4 1 0 0(2)

2 5 3 2 1 5 3 (7 5) / 4 4 9(3)

y y y

y y y

y y y

  

  

  

            

            


           

 

Hệ (1), (2), (3) thỏa mãn với  5;9   

Vậy tập các PATU của bài toán (D) là 0 (1, , (7 5) / 4)y      với  5;9   

 Phƣơng pháp giải bài toán có dạng đặc biệt 

f(x) = c1x1  + c2x2 + … + cnxn  Min 

a11x1  + a12x2 + … + a1nxn  b1 

a21x1  + a22x2 + … + a2nxn b2 

   …………... 

am1x1  + am2x2 + … + amnxn bm 

xj 0; j =1, 2,…, n. 

1 0x     
1 2 33 7 4 2y y y     

2 0x     
1 2 32 3 2 3y y y     

3 0x     1 1y   

4 0x     1 2 34 7 4 1y y y     

5 0x     1 2 32 5 3 4y y y     
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Trong đó: cj 0; j =1, 2,…, n. 

Bước 1: Lập bài toán đối ngẫu 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P) trên có dạng 

g(y) = b1y1  + b2y2 + … + bmym  Max 

a11y1  + a21y2 + … + am1ym  c1 

a12y1  + a22y2 + … + am2ym c2 

   …………... 

a1ny1  + a2ny2 + … + amnym cn 

   yi 0; i =1,2,…, m 

Bước 2: Giải bài toán (D) bằng phƣơng pháp đơn hình 

Thêm vào bài toán (D) n ẩn phụ ym+1, ym +2, …, ym+n thì ta đƣợc bài toán có dạng chuẩn 

và giải bài toán đó bằng phƣơng pháp đơn hình. 

Bước 3: Kết luận 

Khi xuất hiện bảng đơn hình có các hệ số ƣớc lƣợng đều không âm thì phƣơng án tối ƣu 

của bài toán (P) là: x
0
 = (Δm+1, Δm+1, …, Δm+n). 

Trong đó Δm+j là hệ số ƣớc lƣợng của ẩn phụ ym+j; j = 1,2,…, n. 

Chú ý: Nếu bài toán (D) không có phƣơng án tối ƣu thì bài toán (P) cũng không có 

phƣơng án tối ƣu. 

Ví dụ 1: Giải bài toán QHTT (P) sau 

(1)   1 2 3( ) 3 3f x x x x Min     

(2)  

1 2

1 2 3

3

1 3

2 2

3 4

4 1

1

x x

x x x

x

x x

 


  



  

 

(3)   0( 1,3)jx j 
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Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P):    

(1)   
1 2 3 4( ) 2 4g y y y y y Max      

(2)  

1 2 4

1 2

2 3 4

3 1

2 3

4 3

y y y

y y

y y y

  


 
   

 

(3)   0( 1, 4)iy i 
 

Thêm vào bài toán (D) 3 ẩn phụ 5 6 7, ,y y y  thì ta đƣợc bài toán có dạng chuẩn rồi giải bằng 

phƣơng pháp đơn hình nhƣ sau: 

Hệ 

số 

Ẩn 

cơ 

bản 

Phƣơng 

án 

2 4 1 1 0 0 0 

i  

1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  

0 5y  1 1 3  0 1 1 0 0 1 1 3*   

0 6y  3 2 1 0 0 0 1 0 2 3   

0 7y  3 0 1 4 1 0 0 1 3 3   

 g(y) 0 -2 -4* -1 -1 0 0 0  

4 2y  1/3 1/3 1 0 1/3 1/3 0 0  

0 6y  8/3 5/3 0 0 -1/3 -1/3 1 0  

0 7y  8/3 -1/3 0 4  2/3 -1/3 0 1  

 g(y) 4/3 -2/3 0 -1* 1/3 4/3 0 0  

4 2y  1/3 1 3  1 0 1/3 1/3 0 0 1 1*   

0 6y  8/3 5/3 0 0 -1/3 -1/3 1 0 2 8 5   

1 3y  2/3 -1/2 0 1 1/6 -1/12 0 1/4  

 g(y) 2 -3/4* 0 0 1/2 5/4 0 1/4  
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2 1y  1 1 3 0 1 1 0 0  

0 6y  1 0 -5 0 -2 -2 1 0  

1 3y  3/4 0 1/4
 

1 1/4
 

0
 

0 1/4
 

 

 g(y) 11/4 0 9/4 0 5/4 2 0 1/4
 

 

 

Trong bảng đơn hình thứ tƣ ta có 0( )i i   nên bài toán (D) có PATU là 0 (1,0,3 4,0)y   với 

0( ) 11 / 4g y   

Khi đó bài toán (P) có PATU là 0

5 6 7( , , ) (2,0,1 4)x       với 0( ) 11/ 4f x   

Ví dụ 2: Giải bài toán QHTT (P) sau 

(1)   1 2 3 4( ) 5 2 3 4f x x x x x Min      

(2)  

1 2 4

1 2 3 4

2 3

1 2 3 4

2 4 14

2 3 13

2 0

3 10

x x x

x x x x

x x

x x x x

  

    

  
    

 

(3)   0( 1,4)jx j 
 

Giải: 

Bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P):    

(1)   1 2 4( ) 14 13 10g y y y y Max     

(2)  

1 2 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 5

2 2

3 2 3

4 3 4

y y y

y y y y

y y y

y y y

  


   

   
   

 

(3)   0( 1, 4)iy i 
 

Thêm vào bài toán (D) 4 ẩn phụ 5 6 7 8, , ,y y y y  thì ta đƣợc bài toán có dạng chuẩn rồi giải bằng 

phƣơng pháp đơn hình. Đến bảng thứ năm ta có PATU và giá trị tối ƣu của bài toán (P) là 
0 (0,22,11,2)x   với 0( ) 85f x   



 Trang  70 

 Phƣơng pháp đối ngẫu: 

Nội dung phƣơng pháp:  

Khi gặp bài toán quy hoạch tuyến tính (P) khó giải thì rất có thể bài toán đối ngẫu (D) 

của nó sẽ dễ giải hơn. Với những bài toán quy hoạch tuyến tính nhƣ vậy ta có thể giải theo các 

bƣớc sau mà ta gọi là phƣơng pháp đối ngẫu: 

Bước 1: Lập bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P). 

Bước 2: Giải bài toán (D) bằng phƣơng pháp hình học hay phƣơng pháp đơn hình. 

Bước 3: Tìm lời giải của bài toán (P). 

1) Nếu bài toán (D) không có phƣơng án tối ƣu thì bài toán (P) cũng không có phƣơng 

án tối ƣu. 

2) Nếu bài toán (D) có phƣơng án tối ƣu thì bài toán (P) cũng có phƣơng án tối ƣu. 

Phƣơng án tối ƣu của bài toán (D) có thể tìm đƣợc từ phƣơng án tối ƣu của bài toán 

(P) bằng cách sử dụng định lí độ lệch bù yếu. Giá trị tối ƣu của hai bài bằng nhau. 

 Phƣơng pháp chứng tỏ tính tối ƣu của một phƣơng án: 

Giả sử x
0
 là một phƣơng án của bài toán quy hoạch tuyến tính (P). 

Để chứng tỏ x
0
 là phƣơng án tối ƣu hay không phải là phƣơng án tối ƣu của bài toán (P) 

ta tiến hành theo các bƣớc sau: 

Bước 1: Lập bài toán đối ngẫu (D) của bài toán (P). 

Bước 2: Tìm và giải hệ phƣơng trình tối ƣu của bài toán (D). 

Ta giả sử x
0
 là phƣơng án tối ƣu của bài (P) rồi áp dụng định lí độ lệch bù yếu để tìm hệ 

phƣơng trình tối ƣu đối với các ẩn y1, y2,…, ym của bài toán (D) và giải hệ phƣơng trình đó. 

Bước 3: Chứng tỏ tính tối ƣu của phƣơng án x
0
 

1) Nếu hệ phƣơng trình tối ƣu vô nghiệm thì ta kết luận x
0
 không phải là phƣơng án 

tối ƣu của bài toán (P). 

2) Nếu hệ phƣơng trình tối ƣu có nghiệm là y
0
 = (y1

0
, y2

0
, ym

0
) thì ta thế nghiệm đó 

vào các ràng buộc còn lại của bài toán (D). 

Có thể xảy ra hai trƣờng hợp: 

1. Nghiệm y
0
 = (y1

0
, y2

0
, ym

0
) không thỏa mãn một ràng buộc nào đó trong các ràng 

buộc còn lại của bài toán (D). Khi đó y
0
 không phải là phƣơng án tối ƣu của bài 

toán (D) và x
0
 cũng không là phƣơng án tối ƣu của bài toán (P). 
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2. Nghiệm y
0
 = (y1

0
, y2

0
, ym

0
) thỏa mãn các ràng buộc còn lại của bài toán (D). Khi 

đó y
0
 là phƣơng án tối ƣu cả bài toán (D) và x

0
 là phƣơng án tối ƣu của bài toán 

(P). 
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CHƢƠNG 4: BÀI TOÁN VẬN TẢI 

4.1. Nội dung của các bài toán vận tải - Dạng bảng của bài toán vận tải 

4.1.1. Định nghĩa: 

Một bài toán vận tải với m trạm phát A1, A2 , …, Am có lƣợng hàng cần phát ra tƣơng 

ứng a1, a2, …, am; n trạm thu B1, B2, …, Bn có lƣợng hàng cần nhập vào tƣơng ứng b1, b2, …, 

bn và có cƣớc phí vận chuyển một đơn vị hàng hóa từ trạm phát Ai đến trạm thu Bj là cij (i = 

1,2,3,…, m; j = 1,2,3,…, n) với yêu cầu các trạm phát phải phát hết lƣợng hàng đang có, các 

trạm thu phải nhập đủ lƣợng hàng có nhu cầu và tổng số tiền phải chi cho vận chuyển hàng 

hóa phải thấp nhất là bài toán có dạng sau:  

Thu 

Phát 
 

B1 

b1 

B2 

b2 

… Bn 

 bn 

A1 : a1 c11 c12 … c1n 

A2: a2 c21 c22  c2n 

… … … … … 

Am: am cm1 cm2 …  cmn 

 

Chú ý: Bài toán trên chỉ có nghĩa khi có điều kiện 

1 1

m n

i j

i j

a b
 

   

Với điều kiện đó ta còn gọi bài toán vận tải đã cho là bài toán cân bằng thu phát hay bài  

toán vận tải đóng. 

4.2. Mô hình toán học của bài toán vận tải: 

Nếu gọi xij là khối lƣợng hàng hóa ta sẽ vận chuyển từ trạm phát Ai đến trạm thu Bj (i = 

1,2,…,m; j = 1,2,…,n) thì mô hình toán học của bài toán vận tải đƣợc cho nhƣ trên nó có dạng 

sau: 

  
1 1

m n

ij ij

i j

c x Min
 

   

1

( 1, )
n

ij i

j

x a i m


   

1

( 1, )
n

ij i

j

x a i m


   
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0( 1, ; 1, )ijx i m j n    . 

 Phƣơng án của bài toán vận tải 

Một phƣơng án của bài toán vận tải là một cách vận chuyển hàng hóa từ các trạm phát 

đến các trạm thu sao cho các trạm phát phát hết hàng và các trạm thu nhận đủ hàng. 

Nếu xij
0
 là khối lƣợng hàng hóa vận chuyển từ trạm phát Ai đến trạm thu Bj thì một 

phƣơng án của bài toán vận tải đƣợc cho nhƣ trên là một ma trận có dạng X
0
 = (xij

0
)m×n, trong 

đó xij
0
 là các số không âm sao cho: 

0

1

( 1, )
n

ij i

j

x a i m


   và 0

1

( 1, )
m

ij j

i

x b j n


   

Chú ý: Khối lƣợng hàng hóa xij
0
 vận chuyển từ trạm phát Ai đến trạm thu Bj thƣờng 

đƣợc ghi ở phía đông nam (phía dƣới và bên phải) của ô nằm trên dòng i và cột j của bài toán, 

ta kí hiệu ô đó là ô (i, j). 

 Phƣơng án cơ bản của bài toán vận tải 

Ô chọn 

Trong một phƣơng án nào đó của bài toán vận tải, các ô có lƣợng hàng dƣơng đƣợc gọi 

là các ô chọn, các ô có lƣợng hàng o đƣợc gọi là các ô loại. 

Chú ý: Ngƣời ta thƣờng đánh dấu “x” vào giữa ô chọn để phân biệt với các ô loại. Các 

ô loại ta có thể không cần ghi lƣợng hàng 0 vào các ô đó. 

Vòng 

Một dãy các ô chọn của một phƣơng án nào đó của bài toán vận tải sẽ đƣợc gọi là tạo 

nên một vòng nếu mỗi ô trong dãy ô đó đều phải nằm trên cùng một dòng (cột) chỉ với một ô 

đứng trƣớc nó đồng thời phải nằm trên cùng một cột (dòng) chỉ với một ô đứng sau nó. 

Vòng thƣờng có các dạng sau: 

x   x  x x    x x   

      x  x      

          x   x 

x   x  x   x   x  x 

 

Chú ý: Số ô chọn trong một vòng luôn là một số chẵn. 
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 Phƣơng án cơ bản 

Một phƣơng án của bài toán vận tải đƣợc gọi là một phƣơng án cơ bản (hay cực biên) 

nếu các ô chọn của phƣơng án đó không tạo thành một vòng. 

Chú ý: Một phƣơng án của bài toán vận tải có từ m+n ô chọn trở lên, ở đây m là số trạm 

phát và n là số trạm thu của bài toán vận tải, thì luôn là một phƣơng án không cơ bản. 

 Phƣơng án cơ bản không suy biến 

Một phƣơng án cơ bản của bài toán vận tải đƣợc gọi là phƣơng án không suy biến nếu 

số ô chọn của phƣơng án đó bằng m+n-1. Nếu số ô chọn của phƣơng án cơ bản nhỏ hơn m+n-

1 thì ta gọi là phƣơng án suy biến. 

Chú ý: Với một phƣơng án suy biến ta có thể bổ sung vào một số ô loại, nhƣng đƣợc 

coi là ô chọn, để phƣơng án đó trở thành không suy biến, nghĩa là có tổng số ô chọn là m+n-1. 

Số ô loại đƣợc bổ sung để phƣơng án suy biến trở thành không suy biến đƣợc gọi là “ô chọn 

không”. 

 Xây dựng phƣơng án cơ bản 

Phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất 

Ƣu tiên phân phối tối đa hàng lần lƣợt vào các ô có cƣớc phí thấp nhất cho đến khi các 

trạm phát phát hết hàng và các trạm thu nhận đủ hàng. 

Chú ý: 

a) Trong quá trình tìm phƣơng án của một bài toán vận tải, khi ta xác định đƣợc 
0

ijx   

thì ta nói rằng đã phân phối vào ô (i, j) một lƣợng hàng α. 

b) Phân phối tối đa vào ô (i, j) có nghĩa là lƣợng hàng phân phối vào ô đó là 

 0 ,ij i jx Max a b . 

c) Để dễ dàng xác định ô đƣợc phân phối hàng kế tiếp và lƣợng hàng tối đa phân phối 

vào ô đó ta phải điều chỉnh lại lƣợng hàng trong các trạm đã thu và phát hàng và loại bỏ các ô 

không thể đƣợc phân phối hàng (ghi lƣợng hàng 0 vào ô đó). 

 Tính chất của bài toán vận tải 

Tính chất 1: Một bài toán vận tải đều có phƣơng án tối ƣu. 

Tính chất 2: Số ô chọn trong một phƣơng án cơ bản của một bài toán vận tải không bao 

giờ vƣợt quá m+n-1 ô. 
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Tính chất 3: Khi ta thêm vào một phƣơng án cơ bản không suy biến của một bài toán 

vận tải một ô chọn thì bao giờ ô chọn đó cũng tạo với một số ô chọn của phƣơng án thành một 

vòng duy nhất. 

 Tiêu chuẩn tối ƣu của một phƣơng án của bài toán vận tải 

Cho một bài toán vận tải có mô hình toán học là bài toán quy hoạch tuyến tính (P) sau: 

  
1 1

m n

ij ij

i j

c x Min
 

   

1

( 1, )
n

ij i

j

x a i m


   

1

( 1, )
n

ij i

j

x a i m


   

0( 1, ; 1, )ijx i m j n    . 

và 
0 0( )ijx x  là một phƣơng án cơ bản không suy biến của bài toán (P). 

Bài toán đối ngẫu (D) và (P) là: 

1 1

( , )
m n

i i j j

i j

g u v a u b v Max
 

     

( 1, ; 1, )i j iju v c i m j n      

Theo định lí độ lệch bù thì: Điều kiện cần và đủ để 
0 0( )ijx x  là phƣơng án tối ƣu của bài 

toán (P) là tồn tại phƣơng án (ui; vj) của bài toán (D) sao cho thỏa mãn hai điều kiện sau: 

(i) ui+ vj  cij ;   i, j 

(ii) ui + vj  cij ; nếu xij
0 

> 0 

Nhƣ vậy với phƣơng án cơ bản không suy biến X
0
 = (xij

0
)m×n của bài toán vận tải đã cho: 

1) Nếu ta chọn đƣợc một hệ thống (ui; vj), gọi là hệ thống thế vị, thỏa mãn hai điều kiện 

trên thì X
0
 = (xij

0
)m×n là một phƣơng án tối ƣu của bài toán vận tải đã cho. 

2) Nếu ta không chọn đƣợc một hệ thống (ui; vj) nào thỏa mãn hai điều kiện trên thì X
0
 

= (xij
0
)m×n chƣa phải là một phƣơng án tối ƣu của bài toán vận tải đã cho. 
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 Phƣơng pháp giải bài toán vận tải  

Phƣơng pháp giải bài toán vận tải đƣợc xây dựng trên cơ sở: Xuất phát từ một phƣơng 

án cơ bản không suy biến ngƣời ta áp dụng tiêu chuẩn tối ƣu trên để đánh giá tính tối ƣu của 

phƣơng án đó. Nếu phƣơng án cơ bản đó tối ƣu thì thuật toán kết thúc. Nếu phƣơng án cơ bản 

đó không tối ƣu thì ngƣời ta xây dựng cách sửa đối phƣơng án đó để đƣợc một phƣơng án cơ 

bản mới tốt hơn rồi lại áp dụng tiêu chuẩn tối ƣu đó để đánh giá tính tối ƣu cả phƣơng án mới. 

Do số phƣơng án cơ bản của một bài toán vận tải luôn hữu hạn và bài toán vận tải luôn có 

phƣơng án tối ƣu nên sau một quá trình hữu hạn lần thực hiện liên tục các bƣớc trên ta sẽ tìm 

đƣợc phƣơng án tối ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán. 

 Bài toán vận tải không cân bằng thu phát 

Một bài toán vận tải có tổng lƣợng hàng phát ra của các trạm phát không bằng tổng 

lƣợng hàng thu vào của các trạm thu thì gọi là bài toán vận tải không cân bằng thu phát hay bài 

toán vận tải mở. 

Phƣơng pháp giải các bài toán không cân bằng thu phát là lập thêm trạm thu hay phát 

phụ để đƣa bài toán trở về dạng cân bằng thu phát rồi giải bài toán cân bằng thu phát đó. Sau 

khi tìm đƣợc phƣơng án tối ƣu của bài toán cân bằng thu phát, ta loại bỏ dòng hay cột của trạm 

phụ thì sẽ đƣợc phƣơng án tối ƣu của bài toán không cân bằng thu phát. 

 Bài toán vận tải có ô cấm 

Trong thực tế vận tải, có một số trƣờng hợp ta không thể vận chuyển hàng hóa trên một 

số tuyến đƣờng vì một số lí do nhƣ: cầu, phà, đƣờng sá bị hƣ hỏng; cự li quá xa không thể 

chuyển hàng đến đúng thời gian quy định; kế hoạch vận tải phải bảo đảm cho một trạm phát 

nào đó phải phát hết hàng hay trạm thu nào đó phải nhận đủ hàng khi bài toán không cân bằng 

thu phát; vì lí do an ninh;…Khi đó các ô trên bảng của bài toán vận tải ứng với các tuyến 

đƣờng đó gọi là ô cấm và bài toán vận tải trong trƣờng hợp này gọi là bài toán vận tải có ô 

cấm. 

Phƣơng pháp giải bài toán có cấm là lập bài toán mở rộng của bài toán đó, bằng cách 

thay cƣớc phí của các ô cấm bằng cƣớc phí M (ở đây M là một số dƣơng rất lớn, có ý nghĩa 

kinh tế là các tuyến đƣờng này có chi phí vận chuyển rất cao), rồi giải bài toán mở rộng. Nếu 

phƣơng án tối ƣu của bài toán mở rộng có các lƣợng hàng trong các ô cấm đều bằng 0 thì bài 

toán gốc có phƣơng án tối ƣu và phƣơng án tối ƣu của bài toán gốc là phƣơng án tối ƣu của bài 

toán mở rộng. Nếu phƣơng án tối ƣu của bài toán mở rộng có ít nhất một ô cấm có lƣợng hàng 

dƣợng thì bài toán xuất phát không có phƣơng án tối ƣu. 
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 Bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại 

Có một số bài toán quy hoạch tuyến tính có mô hình toán học nhƣ mô hình toán học của 

bài toán vận tải nhƣng có mục tiêu cực đại. Ta gọi các bài toán đó là bài toán vận tải có hàm 

mục tiêu cực đại. 

Các bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại cũng thƣờng đƣợc trình bày dƣới dạng 

bảng nhƣ bài toán vận tải nhƣng ý nghĩa của nó là ra giá trị lớn nhất. Cách giải bài toán này về 

cơ bản giống nhƣ cách giải một bài toán vận tải thông thƣờng nhƣng phải chú ý các vấn đề sau:  

1) Khi lập phƣơng án cơ bản xuất phát thì ta phải ƣu tiên phân phối vào các ô có “cƣớc 

phí” lớn nhất. 

2) Khi kết luận tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản thì điều kiện tối ƣu là các hệ số ƣớc 

lƣợng phải không âm, 

3) Khi tìm ô đƣa vào thì ta chọn ô có hệ số ƣớc lƣợng âm nhỏ nhất. 

4.3. Thuật toán thế vị giải bài toán vận tải: 

4.3.1. Phương pháp xây dựng phương án cơ bản xuất phát bằng phương pháp cước phí 

thấp nhất 

Để tìm phƣơng án cơ bản sản xuất bằng phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất ta thực hiện theo 

các bƣớc sau: 

Bước 1: Tìm ô có cƣớc phí thấp nhất và phân phối tối đa hàng vào ô đó. 

Bước 2: Điều chỉnh lại lƣợng hàng của các trạm thu và phát đã giao nhận hàng và bỏ đi các ô 

nằm trên dòng (hay cột) có trạm thu hay phát có lƣợng hàng 0. 

Bước 3: Tìm ô có cƣớc phí thấp nhất trong các ô còn lại và phân phối tối đa hàng vào ô đó. 

Bước 4: Thực hiện nhƣ bƣớc 2. 

Thực hiện quá trình đó liên tục cho tới khi các trạm phát phát hết hàng và các trạm thu 

nhận đủ hàng thì ta đƣợc một phƣơng án cơ bản của bài toán. 
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Ví dụ 1: Tìm phƣơng án cơ bản xuất phát của bài toán vận tải sau: 

 

 
B1 : 20 B2 : 40 B3 : 30 

A1 : 30 
1 3 

 

5 

 

A2 : 25 
5 

 

4 

 

2 

 

A3 : 35 
8 5 4 

 

Giải: Bằng phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất, ta đƣợc phƣơng án cơ bản xuất phát sau: 

 

 
B1 : 20 B2 : 40 B3 : 30 

A1 : 30 

1  

x 

20 

3 

x 

10 

5  

 

0 

A2 : 25 

5 

 

0 

4 

 

0 

2 

x 

25 

A3 : 35 

8  

 

0 

5 

x 

30 

4 

x 

5 
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Phƣơng án cơ bản này có số ô chọn là 5 3 3 1    nên phƣơng án cơ bản đó là phƣơng án 

không suy biến. 

Ví dụ 2: Tìm phƣơng án cơ bản xuất phát của bài toán vận tải sau: 

 

 
B1 : 40 B2 : 75 B3 : 60 B4 : 70 

A1 : 45 
82 73 

 

74 

 

79 

A2 : 90 
80 

 

75 

 

81 

 

79 

A3 : 110 
80 77 77 82 

 

Giải: Bằng phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất, ta đƣợc phƣơng án cơ bản xuất phát sau: 

 

 
B1 : 40 B2 : 75 B3 : 60 B4 : 70 

A1 : 45 

82 

 

0 

73 

x 

45 

74 

 

0 

79 

 

0 

A2 : 90 

80 

 

0 

75 

x 

30 

81 

 

0 

79 

x 

60 

A3 : 110 

80 

x 

40 

77 

 

0 

77 

x 

60 

82 

x 

10 
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Phƣơng án cơ bản này có số ô chọn là 6 3 4 1    nên phƣơng án cơ bản đó là phƣơng án 

không suy biến. 

Ví dụ 3: Tìm phƣơng án cơ bản xuất phát của bài toán vận tải sau: 

 

 
B1 : 25 B2 : 25 B3 : 10 

A1 : 10 
5 3 

 

1 

 

A2 : 30 
7 

 

6 

 

8 

 

A3 : 20 
3  2 2 

 

Giải: Bằng phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất, ta đƣợc phƣơng án cơ bản xuất phát sau: 

 

 
B1 : 25 B2 : 25 B3 : 10 

A1 : 10 

5  

 

0 

3 

 

0 

1  

x 

10 

A2 : 30 

7 

x 

25 

6 

x 

5 

8 

 

0 

A3 : 20 

3  

 

0 

2 

x 

20 

2 

 

0 



 Trang  81 

Phƣơng án cơ bản này có số ô chọn là 4 3 3 1 5     nên phƣơng án cơ bản đó là phƣơng án 

suy biến. 

4.3.2. Phương pháp giải bài toán vận tải bằng phương pháp thế vị 

Để giải bài toán vận tải bằng phƣơng pháp thế vị, ta có thể thực hiện theo các bƣớc nhƣ sau:  

Bước 1: Lập phƣơng án cơ bản không suy biến xuất phát 

1) Xây dựng phƣơng án cơ bản xuất phát bằng phƣơng pháp “cƣớc phí thấp nhất”. 

2) Kiểm tra tính không suy biến của phƣơng án cơ bản xuất phát: 

Trƣờng hợp 1: Nếu tổng số ô chọn là m + n-1 thì phƣơng án cơ bản xuất phát là phƣơng 

án không suy biến, ta chuyển qua bƣớc 2. 

Trƣờng hợp 2: Nếu tổng số ô chọn  < m + n-1 ô thì ta phải bổ sung vào phƣơng án cơ 

bản xuất phát một số “ô chọn không” để đƣợc một phƣơng án không suy biến trƣớc khi 

chuyển qua bƣớc 2. 

Bước 2: Đánh giá tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản xuất phát  

1) Xây dựng hệ thống thế vị (ui; vj). 

Hệ thống thế vị (ui; vj) của phƣơng án cơ bản xuất phát đƣợc xây dựng theo công thức 

ui + vj = cij nhƣ sau: 

+ Cho thế vị dòng u1 nhận một giá trị tùy ý và ghi bên phải dòng 1 của bảng (thƣờng 

cho u1 = 0). 

+ Tìm trên dòng 1 ô chọn (1, j) và lấy cƣớc phí c1j của ô chọn đó trừ cho thế vị dòng u1 

ta sẽ đƣợc thế vị cột vj tƣờng ứng và ghi phía dƣới cột j của bảng. 

+ Biết thế vị cột vj, ta tìm trên cột j ô chọn (i, j) và lấy cƣớc phí cij của ô chọn đó trừ cho 

vj ta đƣợc thế vị dòng ui tƣờng ứng và ghi bên phải dòng i của bảng. 

+ Biết thế vị dòng ui, ta tìm trên dòng i ô chọn (i, j
’
) và lấy cƣớc phí cij

’
 của ô chọn đó 

trừ cho ui ta đƣợc thế vị cột vj
’
 tƣơng ứng và ghi bên phải dòng j

’
 của bảng. 
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Quá trình đó đƣợc thực hiện liên tục cho đến khi xác định đƣợc toàn bộ hệ thống thế vị 

(ui; vj). 

2) Tính các hệ số ƣớc lƣợng Δij. 

Các hệ số ƣớc lƣợng của các ô đƣợc tính theo quy tắc sau: 

+ Hệ số ƣớc lƣợng của các ô chọn là 0 

+ Hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại (i, j) đƣợc tính theo công thức 

Δij = ui + vj – cij 

Chú ý: Hệ số ƣớc lƣợng của mỗi ô đƣợc ghi ở phía đông bắc của ô đó. Các ô chọn có 

thể không cần ghi hệ số ƣớc lƣợng 0. 

3) Đánh giá tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản xuất phát. 

Trƣờng hợp 1: Nếu các hệ số ƣớc lƣợng ở các ô đều không dƣơng thì phƣơng án cơ bản 

xuất phát là phƣơng án tối ƣu của bài toán, thuật toán kết thúc với phƣơng án tối ƣu là phƣơng 

án cơ bản xuất phát. 

Trƣờng hợp 2: Nếu có một ô loại có hệ số ƣớc lƣợng dƣơng thì phƣơng án cơ bản xuất 

phát chƣa tối ƣu, thuật toán tiếp tục bằng cách lập phƣơng án cơ bản mới. 

Chú ý: Nếu các hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại đều là số âm thì phƣơng án cơ bản xuất 

phát là phƣơng án tối ƣu duy nhất của bài toán. Ngƣợc lại thì bài toán có thể có nhiều phƣơng 

án cơ bản tối ƣu. 

Bước 3: Xây dựng phƣơng án cơ bản mới 

Để xây dựng phƣơng án cơ bản mới ta thực hiện theo các bƣớc sau: 

1) Tìm ô loại đƣa vào hệ thống ô chọn 

Ô loại đƣợc chọn đƣa vào làm ô chọn trong phƣơng án cơ bản mới là ô có hệ số ƣớc 

lƣợng dƣơng lớn nhất. 
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2) Tìm ô đƣa ra khỏi hệ thống ô chọn 

Để xác định đƣợc ô đƣa ra khỏi hệ thống ô chọn ta phải thực hiện các công việc sau: 

+ Tìm vòng điều chỉnh: Từ ô chọn mới đƣa vào ta nối với các ô chọn còn lại để tìm một 

vòng gọi là vòng điều chỉnh. 

+ Xác định ô chẵn, lẻ trong vòng điều chỉnh: Lấy ô mới đƣa vào làm ô số 1, ta đánh số 

các ô trong vòng điều chỉnh. Các ô 1, 3,… là các ô lẻ; các ô 2, 4,… là các ô chẵn. (Các ô lẻ ta 

ghi dấu +, các ô chẵn ta ghi dấu - ở phía dƣới, bên trái của ô). 

+ Tìm ô chẵn có lƣợng hàng nhỏ nhất. 

Ô chẵn có lƣợng hàng q nhỏ nhất là ô đƣợc đƣa ra khỏi hệ thống ô chọn. Lƣợng hàng q 

gọi là lƣợng hàng điều chỉnh. 

3) Cải tiến phƣơng án 

Phƣơng án cơ bản mới đƣợc xây dựng theo các quy tắc sau: 

+ Các ô lẻ trong vòng điều chỉnh đƣợc cộng vào lƣợng hàng điều chỉnh. 

+ Các ô chẵn trong vòng điều chỉnh bị trừ đi lƣợng hàng điều chỉnh. 

+ Các ô còn lại giữ nguyên lƣợng hàng. 

Bước 4: Đánh giá tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản mới 

Việc đánh giá tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản mới đƣợc thực hiện nhƣ bƣớc 2. 

Thuật toán sẽ kết thúc sau một số hữu hạn lần xây dựng phƣơng án cơ bản. Khi đó ta sẽ 

tìm đƣợc phƣơng án tối ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán vận tải. 

Chú ý:  

a) Khi bổ sung “ô chọn không” hay chọn ô đƣa vào: nếu có nhiều ô cùng thỏa mãn điều 

kiện thì ta nên ƣu tiên chọn các ô ở phía tây-bắc (phía trên và bên trái) của bảng. 
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b) Khi tìm ô đƣa ra, nếu lƣợng hàng nhỏ nhất trong các ô chẵn của vòng điều chỉnh là 0 

thì ô đó vẫn đƣợc chọn làm ô đƣa ra. Trong trƣờng hợp này, phƣơng án cơ bản vẫn không thay 

đổi nhƣng hệ thống ô chọn có thay đổi, kết quả đánh giá tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản có 

thể khác. 

Ví dụ 1: Giải bài toán vận tải sau: 

 20 40 30 

30 1 3 5 

25 5 4 2 

35 8 5 4 

Giải: Bằng phƣơng pháp “cƣớc phí nhỏ nhất” ta lập đƣợc phƣơng án cơ bản xuất phát sau: 

 20 40 30 

30 1 

x 

20 
 

3   

 x  

  10 
 

5   

   

  0 
 

25 5 

 

0 
 

4   

   

  0 
 

2   

 x  

  25 
 

35 8   

   

  0 
 

5   

 x  

  30 
 

4   

 x  

  5 
 

 

Số ô chọn là 5 = 3 + 3 – 1 nên phƣơng án trên không suy biến.  

Xây dựng hệ thống thế vị và tính các hệ số ƣớc lƣợng của phƣơng án cơ bản trên ta 

đƣợc kết quả nhƣ sau: 

1   

 x  

  20 
 

3   

 x  

  10 
 

5  -3 

   

  0 
 

u1 = 0 

5  -4 

   

  0 
 

4  -1 

   

  0 
 

2   

 x  

  25 
 

 u2 = 0 

8  -5 

   

  0 
 

5   

 x  

  30 
 

4   

 x  

  5 
 

u3 = 2 

v1 = 1 v2 = 3 v3 = 2  
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Các hệ số ƣớc lƣợng của các ô trong phƣơng án cơ bản trên đều không dƣơng nên 

phƣơng án cơ bản xuất phát là phƣơng án tối ƣu của bài toán. 

Phƣơng án tối ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán là: 

0

20 10 0

0 0 25

0 20 5

X

 
 


 
  

 

0( ) 1*20 3*10 2*25 5*30 4*5 270f X        

Hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại trong phƣơng án cơ bản trên đều âm nên phƣơng án tối 

ƣu trên là phƣơng án tối ƣu duy nhất của bài toán. 

Ví dụ 2: Giải bài toán vận tải sau: 

 40 75 60 70 

45 82 73 74 79 

90 80 75 81 79 

110 80 77 77 82 

Giải: 
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Các hệ số ƣớc lƣợng trong bảng trên đều không dƣơng nên bài toán có phƣơng án tối 

ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán là: 

0

0 45 0 0

0 20 0 70

40 10 60 0

X

 
 


 
  

 

0( ) 73*45 75*20 79*70 80*40 77*10 77*60 18905f X         

245 40 75 60 70  

45 

 

82  -7 73   74  -2 79  -2 

u1 = 0     x        

  0   45   0   0 

90 

80  -3 75   81  -7 79   

u2 = 2     -x      x+  

  0   30   0   60 

110 

80   77  1 77   82   

u3 = 5  x   +x   x   x-  

  40   0   60   10 

q = 10 v1 = 75 v2 = 73 v3 = 72 v4 = 77  

 82  -6 73   74  -1 79  -2 

u1 = 0     x        

  0   45   0   0 

 80  -2 75   81  -6 79   

u2 = 2     x      x  

  0   20   0   70 

 80   77   77   

 u3 = 4  x   x   x  

  40   10   60 

 v1 = 76 v2 = 73 v3 = 73 v4 = 77  
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Hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại đều âm nên phƣơng án tối ƣu trên là phƣơng án tối ƣu 

duy nhất của bài toán. 

Ví dụ 3: Giải bài toán vận tải sau: 

 25 25 10 

10 5 3 1 

30 7 6 8 

20 3 2 2 

Tìm một phƣơng án tối ƣu khác (nếu có) của bài toán. 

Giải: 

Bảng 1: Lập phƣơng án cơ bản xuất phát bằng phƣơng pháp cƣớc phí thấp nhất. Số ô 

chọn là 4 < 3 + 3 – 1 = 5 nên ta bổ sung vào 1 “ô chọn không” là ô (1, 1). Xây dựng hệ thống 

thế vị và tính các hệ số ƣớc lƣợng ta thấy hệ số ƣớc lƣợng ở ô (1, 2) dƣơng nên phƣơng án cơ 

bản xuất phát chƣa tối ƣu. 

 25 25 10  

10 

5   

 x  

-  0 
 

3  1 

 x  

+  0 
 

1   

 x  

  10 
 

u1 = 0 

30 

7   

 x  

+  25 
 

6   

 x  

-  5 
 

8  -5 

   

  0 
 

u2 = 2 

20 

3  0 

   

  0 
 

2   

 x  

  20 
 

2  -3 

   

  0 
 

u3 = -2 

                     v1 = 5 v2 = 4 v3 = 1  

Đƣa ô (1, 2) vào. Vòng là dãy ô (1, 2); (2, 2); (2; 1); (1; 1); ô chẵn (1, 1) có lƣợng hàng 

là o nhỏ nhất nên (1, 1) là ô đƣợc đƣa ra; lƣợng hàng điều chỉnh là d = 0. 
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Bảng 2: Xây dựng phƣơng án cơ bản mới rồi xây dựng hệ thống thế vị và tính các hệ số 

ƣớc lƣợng ta có các hệ số ƣớc lƣợng của phƣơng án cơ bản mới đều không dƣơng nhƣ trong 

bảng 2 sau: 

 

3   

 x  

  0 
 

1   

 x  

  10 
 

u1 = 0 

7   

 x  

-  25 
 

6   

 x  

+  5 
 

8  -4 

   

   
 

u2 = 3 

3  0 

 x  

+   
 

2   

 x  

-  20 
 

2  -2 

   

   
 

u3 = -1 

v1 = 4 v2 = 3 v3 = 1  

Bài toán có lời giải tối ƣu là: 

0

0 0 10

25 5 0

0 20 0

X

 
 


 
  

 

0( ) 1*10 7*25 6*5 2*20 255f X       

Ô loại (3, 1) trong bảng 2 có hệ số ƣớc lƣợng 0 nên phƣơng án tối ƣu trên không duy 

nhất. 

Bảng 3: Xây dựng phƣơng án cơ bản mới với ô đƣợc đƣa vào là ô (3, 1) thì ta lập đƣợc 

bảng 3 nhƣ sau: 
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3   

 x  

  0 
 

1   

 x  

  10 
 

u1 = 0 

7   

 x  

  5 
 

6   

 x  

  25 
 

8  -4 

   

   
 

u2 = 3 

3  0 

 x  

  20 
 

   

   

   
 

2  -2 

   

   
 

u3 = -1 

v1 = 4 v2 = 3 v3 = 1  

Phƣơng án tối ƣu thứ hai của bài toán đã cho là: 

  0

0 0 10

5 25 0

20 0 0

X

 
 


 
  

 

4.4. Các trƣờng hợp riêng của bài toán vận tải: 

4.4.1. Phương pháp giải bài toán vận tải không cân bằng thu phát 

Để giải bài toán vận tải không cân bằng thu phát, ta có thể thực hiện theo các bƣớc nhƣ 

sau: 

Trƣờng hợp 1: Bài toán có tổng phát > tổng thu. 

Bước 1: Lập trạm thu phụ. 

Lập thêm một trạm thu phụ có lƣợng hàng cần nhập là hiệu của tổng phát với tổng thu. 

Các ô nằm trên cột của trạm thu phụ gọi là ô phụ có cƣớc phí là 0. Ta gọi bài toán có lập thêm 

trạm thu phụ là bài toán. 

Bước 2: Giải bài toán phụ. 

Việc giải bài toán phụ đƣợc thực hiện nhƣ giải bài toán vận tải (đóng) bình thƣờng 

nhƣng phải chú ý: khi lập phƣơng án cơ bản xuất phát thì ta phải ƣu tiên phân phối hàng vào 

các ô chính trƣớc, sau đó mới phân vào các ô phụ. 
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Bước 3: Kết luận bài toán gốc. 

Phƣơng án tối ƣu của bài toán gốc là phƣơng án tối ƣu của bài toán phụ bỏ đi cột ứng 

với trạm thu phụ. 

Trƣờng hợp 2: Bài toán có tổng phát < tổng thu. 

Việc giải bài toán này đƣợc thực hiện theo các bƣớc nhƣ bài toán có tổng phát > tổng 

thu nhƣng ở bƣớc 1 ta phải lập trạm phát phụ có lƣợng hàng cần phát ra là hiệu của tổng thu 

cho tổng phát và ở bƣớc 3 ta bỏ đi dòng ứng với trạm phát phụ. 

Chú ý: Bài toán vận tải không cân bằng thu phát cũng luôn luôn có phƣơng án tối ƣu. 

 

Ví dụ 1: Giải bài toán vận tải sau: 

 140 150 180 

150 5 4 6 

100 8 5 9 

145 11 6 12 

100 9 7 13 

 

Giải: 

Bài toán có tổng phát là 495, tổng thu là 470 nên ta lập thêm một trạm thu phụ có lƣợng 

hàng cần nhập là 25. 
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 140 150 180 25  

150 

5   4   6  3 0  -4 

u1 = 0  x   x   x     

-  0   150 +  0   0 

100 

8   5   9  3 0  -1 

u2 = 3  x           

  100   0   0   0 

145 

11  -3 6  1 12   0  -1 

u3 = 3        x     

  0   0   145   0 

100 

9   7  1 13   0   

u4 = 4  x      x   x  

+  40   0 -  35   25 

q = 0 v1 = 5 v2 = 4 v3 = 9 v4 = -4  

 

 4   6   0  -7 

u1 = 0  x   x     

-  150 +  0   0 

 

8   5  5 9  3 0  -1 

u2 = 6   x   x        

-  100 +  0   0   0 

 

11  -3 6  4 12   0  -1 

u3 = 6        x     

  0   0   145   0 

 

9   7  1 13   0   

u4 = 7  x      x   x  

+  40   0 -  35   25 

q = 35 v1 = 2 v2 = 4 v3 = 6 v4 = -7  
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4   6   0  -2 

u1 = 0  x   x     

-  115 +  35   0 

 

8   5   9  -2 0  -1 

u2 = 1   x   x        

  65   35   0   0 

 

11  2 6  4 12   0  4 

u3 = 6     x   x     

  0 +  0 -  145   0 

 

9   7  -1 

 

0   

u4 = 2  x      x  

  75   0   25 

q = 115 v1 = 7 v2 = 4 v3 = 6 v4 = -2  

   

6   0  -6 

u1 = 0  x     

  150   0 

 

8   5   9  2 0  -1 

u2 = 5   x   x   x     

  65 -  35 +  0   0 

 

11  -2 6   12   0  0 

u3 = 6     x   x     

  0 +  115 -  30   0 

 

9   7  -1 

 

0   

u4 = 6  x      x  

  75   0   25 

q = 30 v1 = 3 v2 = 0 v3 = 6 v4 = -6  
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6   0  -4 

u1 = 0  x     

  150   0 

 

8   5   9  2 0  -1 

u2 = 3   x   x   x     

  65   5   30   0 

 

11  -2 6   

 

0  0 

u3 = 4     x     

  0   145   0 

 

9   7  -1 

 

0   

u4 = 4  x      x  

  75   0   25 

q = 30 v1 = 5 v2 = 2 v3 = 6 v4 = -4  

Các hệ số ƣớc lƣợng trong bảng trên đều không dƣơng nên bài toán có phƣơng án tối 

ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán là: 

0

0 0 150

65 5 30

0 145 0

75 0 0

X

 
 
 
 
 
 

 

0( ) 6*150 8*65 5*5 9*30 6*145 9*75 3260f X         

Do hệ số ƣớc lƣợng của ô loại (3, 4) trong bảng 5 bằng 0 nên phƣơng án tối ƣu trên 

không phải là phƣơng án tối ƣu duy nhất của bài toán. 

Ví dụ 2: Giải bài toán vận tải sau: 

 100 50 30 70 

80 3 5 6 5 

70 4 5 7 8 

50 3 4 4 3 
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Giải: 

Bài toán có tổng phát là 200, nhỏ hơn tổng thu là 250 nên ta lập thêm một trạm phát 

phụ với lƣợng hàng là 50. 

 100 50 30 70  

80 

3   5  -4 6  -3 5  -2 

u1 = 0  x           

  80   0   0   0 

70 

4  3 5   7   8  -1 

u2 = 4  x   x   x     

+  0   50 -  20   0 

50 

3   4  -3 4  -1 3   

u3 = 0  x      x   x  

_  20   0   0 +  30 

50 

0  0 0  -2 0   0   

u4 = -3        x   x  

  0   0 +  10 -  40 

q = 20 v1 = 3 v2 = 1 v3 = 3 v4 = 3  

 

3   5  -1 6  -3 5  -2 

u1 = 0  x           

  80   0   0   0 

 

4   5   

 

8  -4 

u2 = 1  x   x     

+  20 -  50   0 

 

3   4  0 4  -1 3   

u3 = 0  x         x  

-  0   0   0 +  50 

 

0  0 0  1 0   0   

u4 = -3     x   x   x  

  0 +  0   30 -  20 
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q = 0 v1 = 3 v2 = 4 v3 = 3 v4 = 3  

 

3   5  -1 6  -2 5  -1 

u1 = 0  x           

  80   0   0   0 

 

4   5   

 

8  -3 

u2 = 1  x   x     

  20   50   0 

  

4  -1 4  -1 3   

u3 = -1        x  

  0   0   50 

 

0  -1 0   0   0   

u4 = -4     x   x   x  

  0   0   30   20 

 v1 = 3 v2 = 4 v3 = 4 v4 = 4  

 

Các hệ số ƣớc lƣợng trong bảng trên đều âm nên bài toán có phƣơng án tối ƣu duy nhất 

và giá trị tối ƣu của bài toán là: 

0

80 0 0 0

20 50 0 0

0 0 0 50

X

 
 


 
  

 

0( ) 3*80 4*20 5*50 3*50 720f X       

4.4.2. Phương pháp giải bài toán vận tải có ô cấm 

Để giải bài toán vận tải có ô cấm, ta thực hiện theo các nhƣ sau: 

Bước 1: Lập bài toán mở rộng 

Thay cƣớc phí cij của ô cấm bằng cƣớc phí M thì ta đƣợc một bài toán vận tải mới gọi là 

bài toán mở rộng của bài toán vận tải đã cho (gọi là bài toán gốc). 

Bước 2: Giải bài toán mở rộng 
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Bài toán mở rộng đƣợc giải nhƣ một bài toán vận tải bình thƣờng chỉ chủ ý: khi xây 

dựng phƣơng án cơ bản xuất phát ta phải ƣu tiên phân phối hàng vào các ô bình thƣờng trƣớc, 

cuối cùng mới phân phối hàng vào các ô cấm. 

Chú ý: Do M là một số dƣơng rất lớn nên nếu hệ số của M là một số dƣơng (âm) thì hệ 

số ƣớc lƣợng đó dƣơng (âm). 

Bước 3: Kết luận bài toán gốc 

Trƣờng hợp 1: Nếu phƣơng án tối ƣu của bài toán mở rộng có lƣợng hàng trong các ô 

cấm đều bằng 0 thì bài toán gốc có phƣơng án tối ƣu và phƣơng án tối ƣu của bài toán gốc là 

phƣơng án tối ƣu của bài toán mở rộng. 

Trƣờng hợp 2: Nếu phƣơng án tối ƣu của bài toán mở rộng có ít nhất một ô cấm có 

lƣợng hàng dƣơng thì bài toán xuất phát không có phƣơng án tối ƣu. 

 

Ví dụ 1: Giải bài toán vận tải sau, trong đó các ô (2, 2) và (2, 4) là các ô cấm. 

 50 100 25 25 

50 8 15 16 10 

100 10 5 9 15 

50 10 14 11 13 

 

Giải: 

Thay cƣớc phí trong các ô cấm bằng cƣớc phí M thì ta đƣợc bài toán mở rộng và giải 

bài toán mở rộng bằng phƣơng pháp thế vị nhƣ sau: 
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 50 100 25 25  

50 

8   15   16  8-M 10  4 

u1 = 0  x   x        

-  50 +  0   0   0 

100 

10  M-17 M   9   M  -1 

u2 = M-15  x   x   x     

+  0 -  75   25   0 

50 

10  -3 14   11  12-M 13   

u3 = -1     x      x  

  0   25   0   25 

q = 50 v1 = 8 v2 = 15 v3 = 24-M v4 = 14  

  

15   16  8-M 10  4 

u1 = 0  x      x  

-  50   0 +  0 

 

10   M   9   M  -1 

u2 = M-15  x   x   x     

  50   25   25   0 

 

10  14-M 14   11  12-M 13   

u3 = -1     x      x  

  0 +  25   0 -  25 

q = 35 v1 = 25-M v2 = 15 v3 = 24-M v4 = 14  

  

15   16  8-M 10   

u1 = 0  x      x  

  25   0   25 

 

10   M   9   M  -15 

u2 = M-25  x   x   x     

  50   25   25   0 
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10  14-M 14   11  12-M 

 u3 = -1     x     

  0   50   0 

q = 115 v1 = 25-M v2 = 15 v3 = 24-M v4 = 10  

 

Các hệ số ƣớc lƣợng trong bảng trên đều không dƣơng nên bài toán mở rộng có phƣơng án tối 

ƣu. Do trong PATU của bài toán mở rộng ô cấm (2, 2) có lƣợng hàng dƣơng nên bài toán gốc 

không có PATU. 

 Ví dụ 2: Cho bài toán vận tải sau: 

 140 150 180 

150 5 4 6 

100 8 5 9 

145 11 6 12 

100 9 7 13 

 

Do kho A3 và A4 bị hƣ hỏng nặng cần phải sửa chữa gấp nên cần phải giải phóng hết hàng 

trƣớc. Hãy giải bài toán trong điều kiện đó. 

Giải: 

Bài toán có tổng phát là 495 lớn hơn tổng thu lả 470 nên ta phải lập một trạm thu phụ 

với lƣợng hàng cần nhập 25. Do các trạm phát A3, A4 đƣợc ƣu tiên phát hết hàng nên lƣợng 

hàng của các trạm đó phải đƣợc ƣu tiên vận chuyển hết đến các trạm thu B1, B2, B3. Nhƣ vậy 

trạm thu phụ B4 khó có khả năng nhận đƣợc hàng từ hai trạm đó. Trong trƣờng hợp này, các ô 

phụ (3, 4) và (4, 4) nằm trên các dòng này là các ô cấm. 

Lập bài toán mở rộng của bài toán phụ với (3, 4) và (4, 4) là các ô cấm rồi giải bài toán 

mở rộng bằng phƣơng pháp thế vị nhƣ sau: 
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 140 150 180 25  

150 

5   4  -1 6   0  -3 

u1 = 0  x      x     

-  45   0 +  105   0 

100 

8  0 5  1 9   0   

u2 = 3     x   x   x  

  0 +  0 -  75   25 

145 

11  -3 6   12  -3 M  -M 

u3 = 3     x        

  0   145   0   0 

100 

9   7   13  -3 M  1-M 

u4 = 4  x   x        

+  95 -  5   0   0 

q = 5 v1 = 5 v2 = 3 v3 = 6 v4 = -3  

 

5   4  -2 6   0  -3 

u1 = 0  x      x     

  40   0   110   0 

 

8  0 5   9   0   

u2 = 3     x   x   x  

  0   5   70   25 

 

11  -2 6   12  -2 M  1-M 

u3 = 4     x        

  0   145   0   0 

 9   

 

13  -3 M  1-M  

  x        u3 = 4 

   100   0   0  

 v1 = 5 v2 = 2 v3 = 6 v4 = -3  
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Các hệ số ƣớc lƣợng trong bảng trên đều không dƣơng nên bài toán mở rộng có phƣơng 

án tối ƣu. Trong PATU của bài toán mở rộng, các ô cấm đều nhận lƣợng hàng 0 nên bài toán 

gốc cũng có PATU 

Phƣơng án tối ƣu và giá trị tối ƣu của bài toán là: 

0

40 0 110

0 5 70

0 145 0

100 0 0

X

 
 
 
 
 
 

 

0( ) 5*40 6*110 5*5 9*70 6*145 9*100 3285f X         

4.4.3. Phương pháp giải bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại 

Cách giải bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại về cơ bản giống cách giải một bài 

toán vận tải thông thƣờng chỉ cần chú ý các vấn đề sau: 

1. Khi lập phƣơng án cơ bản xuất phát thì ta phải ƣu tiên phân phối vào các ô có “cƣớc phí” 

lớn nhất. 

2. Khi kết luận tính tối ƣu của phƣơng án cơ bản thì điều kiện tối ƣu là các hệ số ƣớc lƣợng 

không phải không âm. 

3. Khi tìm ô đƣa vào thì ta tìm ô có hệ số ƣớc lƣợng âm nhỏ nhất. 

 

Ví dụ 1: Một phân xƣởng có 2 công nhân nữ và 3 công nhân nam. Phân xƣởng có 1 máy tiện 

loại I, 2 máy tiện loại II và 2 máy tiện loại III. Năng suất (chi tiết/ngày) của mỗi loại công 

nhân đối với mỗi loại máy tiện đƣợc cho trong bảng sau: 

 

Máy 

Công nhân 

Máy loại I Máy loại II Máy loại III 

1 2 2 

Nữ : 2 10 8 7 

Nam : 3 8 9 11 

 

a. Hãy lập mô hình toán học của bài toán phân công công nhân đứng máy nhƣ thế nào để 
tổng chi tiết thu đƣợc trong 1 ngày đạt đƣợc cao nhất? 

b. Hãy giải bài toán phân công công nhân đứng máy? 
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Giải:  

a. Gọi x1j là số công nhân nữ và x2j là số công nhân nam đứng máy loại j (j = 1, 2, 3). 

Khi đó mô hình toán học của bài toán phân công công nhân đứng máy tối ƣu là bài toán 

QHTT sau: 

   (1)   
11 12 13 21 22 23( ) 10 8 7 8 9 11f x x x x x x x Max        

(2)  

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

2

3

1

2

2

x x x

x x x

x x

x x

x x

  


  



 
  

  

 

(3)   0( 1,2; 1,3)ijx i j    

b. Bài toán đã cho là một bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại nên ta giải bằng phƣơng 

pháp thế vị nhƣ sau: 

Xây dựng phƣơng án cơ bản xuất phát bằng phƣơng pháp “cƣớc phí lớn nhất” (ở đây là 

năng suất lớn nhất): Ô (2, 3) có năng suất lớn nhất nên ta phân vào ô (2, 3) tối đa là 2 công 

nhân (CN) nam, ô (1, 1) có năng suất lớn nhất trong các ô còn lại nên ta phân vào ô (1, 1) 

tối đa là 1 CN nữ, phân vào ô (2, 2) 1 CN nam và ô (1, 2) 1 CN nữ thì ta đƣợc phƣơng án 

cơ bản xuất phát không suy biến của bài toán. 

Xây dựng hệ thống thế vị và tính các hệ số ƣớc lƣợng ta đƣợc bảng sau: 

  

 1 2 2  

2 

10 

x 

1 

8 

x 

1 

7                    3   

 

0 

u1 = 0 

3 

8                    3               

 

0 

9 

x 

1 

11 

x 

2 

u2 = 1 

 v1 = 10 v2 = 8 v3 = 10  

 

Do các hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại đều dƣơng nên PACB xuất phát là phƣơng án tối ƣu duy 

nhất của bài toán. 

Vậy lời giải tối ƣu của bài toán là: 
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   0
1 1 0

0 1 2
X

 
  
 

 

  

  0( ) 10*1 8*1 9*1 11*2 49f X       

Nhƣ vậy cách phân công công nhân đứng máy để tổng chi tiết thu đƣợc trong 1 ngày đạt đƣợc 

cao nhất là: 1 CN nữ đứng máy I, 1 CN nữ đứng máy II, 1 CN nam đứng máy II và 2 CN nam 

đứng máy III. Tổng chi tiết đạt đƣợc cao nhất là 49 chi tiết. 

 

Ví dụ 2: Một công ty có 3 nhà máy đặt tại 3 địa điểm khác nhau để sản xuất ra một loại sản 

phẩm. Công suất (sản phẩm/tháng) và chi phí sản xuất (ngàn/sản phẩm) tại mỗi nhà máy đƣợc 

cho trong bảng sau: 

 

Nhà máy Công suất Chi phí SX 

A1 100.000 24 

A2 150.000 22 

A3 200.000 23 

 

Các sản phẩm của công ty đƣợc phân phối đến 4 tổng đại lý với mức tiêu thụ và giá bán nhƣ 

sau: 

  

Tổng đại lý  Khả năng tiêu thụ Giá bán 

B1 70.000 32 

B2 95.000 31 

B3 145.000 30 

B4 100.000 33 

 

Giá cƣớc vận chuyển một sản phẩm từ các nhà máy đến các tổng đại lý đƣợc cho trong bảng 

sau: 

 

 B1 B2 B3 B4 

A1 5 4 1 5 

A2 6 4 4 6 

A3 3 3 2 3 

 

a. Hãy lập MH toán học của bài toán xác định kế hoạch sản xuất và phân phối sản phẩm 

từ các nhà máy đến các tổng đại lý trong một tháng sao cho tổng lợi nhuận của công ty 

đạt đƣợc cao nhất. 

b. Xác định kế hoạch sản xuất và phƣơng án phân phối sản phẩm tối ƣu của công ty. 
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Giải: 

a. Gọi 
ijc  là lợi nhuận của một sản phẩm do nhà máy Ai sản xuất và bán tại tổng đại lý Bj 

( 1,3; 1,4)i j  . Khi đó, ta có bài toán xác định kế hoạch sản xuất của 3 nhà máy A1, A2, 

A3 và phân phối sản phẩm (đơn vị tính là 100 SP) đến 4 đại lý B1, B2, B3, B4 với lợi 

nhuận 
ijc  đƣợc cho trong bảng sau: 

 

Tổng đại lý 

cij 

 

 

 

Nhà máy 

B1 : 70 B2 : 95 B3 : 145 B4 : 100 

A1 : 100 3 3 5 4 

A2 : 150 4 5 4 5 

A3 : 200  6 5 5 7 

 

b. Đây là một bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại có tổng thu nhỏ hơn tổng phát nên 

nếu gọi ijx  là số lƣợng sản phẩm (đơn vị tính là 100 SP) mà nhà máy Ai sản xuất và 

phân phối đến tổng đại lý Bj ( 1,3; 1,4)i j   sao cho lợi nhuận của công ty đạt đƣợc cao 

nhất thì MH toán học của bài toán đó là bài toán QHTT sau: 

 

(1)   11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34( ) 3 3 5 4 4 5 4 5 6 5 5 7f x x x x x x x x x x x x x Max              

(2)  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

100

150

200

70

95

145

100

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

   


   

    


  
   

   


  

 

(3)   0( 1,3; 1,4)ijx i j    

 b. Bài toán trên là một bài toán vận tải có hàm mục tiêu cực đại với tổng phát lớn hơn tổng 

thu nên ta lập một trạm thu phụ với nhu cầu là 40 rồi giải bằng phƣơng pháp thế vị nhƣ 

sau: 

 



 Trang  104 

 70 95 145 100 40  

100 

3  3 3  3 5   4  3 0  1 

u1 =0        x        

  0   0   100   0   0 

150 

4  2 5   4   5  1 0   

u2 = -1     x   x      x  

  0   95   15   0   40 

200 

6   5  1 5   7   0  1 

u3 = 0  x      x   x     

  70   0   30   100   0 

 v1 = 6 v2 = 6 v3 = 5 v4 = 7 v5 = 1  

 

Các hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại đều dƣơng nên phƣơng án cơ bản xuất phát là 

phƣơng án tối ƣu duy nhất của bài toán. 

Nhƣ vậy, kế hoạch sản xuất và phƣơng pháp phân phối sản phẩm tối ƣu của công ty 

nhƣ sau: 

 Nhà máy A1 sản xuất 100.000 sản phẩm và phân phối hết đến tổng đại lý B3 

 Nhà máy A2 sản xuất 110.000 sản phẩm và phân phối đến tổng đại lý B2 95.000 sản 
phẩm, B3 15.000 sản phẩm. 

 Nhà máy A3 sản xuất 200.000 sản phẩm và phân phối đến tổng đại lý B1  70.000 sản 
phẩm, B3 30.000 sản phẩm, B4 100.000 sản phẩm 

 Tổng lợi nhuận tối đa của công ty là max 2.305.000f   

 

Ví dụ 3: Một nông trƣờng có 3 khu đất A1, A2, A3 có diện tích tƣơng ứng là 250, 1400, 350 

ha. Nông trƣờng định trồng 4 loại cây B1, B2, B3, B4 với diện tích dự định là 500, 400, 600, 

500 ha. Lợi nhuận khi trồng loại cây Bj trên một hecta đất Ai là ijc  đƣợc cho trong bảng sau: 

 B1 : 500 B2 : 400 B2 : 600 B4 : 500 

A1 : 250 22 25 20 18 

A2 : 1400 30 32 25 28 

A3 : 350 29 28 25 23 

 

Hãy lập kế hoạch trồng cây tối ƣu của nông trƣờng (nghĩa là mỗi khu đất dùng bao nhiêu diện 

tích để trồng mỗi loại cây để lợi nhuận đạt đƣợc cao nhất). 
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Giải:  

Bảng 1: Xây dựng PACB xuất phát bằng phƣơng pháp “cƣớc phí thấp nhất” (ở đây là lợi 

nhuận lớn nhất). Số ô chọn của PACB xuất phát là 5 3 4 1    nên ta bổ sung vào 1 ô chọn 

không là ô (1, 1) thì đƣợc phƣơng án không suy biến. 

Xây dựng hệ thống thế vị và tính các hệ số ƣớc lƣợng của PACB xuất phát ta đƣợc bảng 1 sau: 

 500 400 600 500  

250 

22   25  -1 20   18  2 

u1 =0  x      x     

  0   0   250   0 

1400 

30   32   25  3 28   

u2 = 8  x   x      x  

  500   400   0   500 

350 

29  -2 28  1 25   23  2 

u3 = 5  x      x     

  0   0   350   0 

 v1 = 22 v2 = 24 v3 = 20 v4 = 20  

 

Trong bảng 1 có 2 ô có hệ số ƣớc lƣợng âm là (1, 2) và  (3, 1) nên PACB xuất phát chƣa tối ƣu. 

Chọn ô có hê số ƣớc lƣợng âm nhỏ nhất là ô (3, 1) đƣa vào làm ô chọn; vòng là dãy ô (3, 1), (1, 

1), (1, 3), (3, 3); ô chẵn (1, 1) có “lƣợng hàng” (ở đây là diện tích) nhỏ nhất là 0 nên là ô đƣợc 

đƣa ra; “lƣợng hàng” điều chỉnh là d = 0. 

Bảng 2: Xây dựng PACB mới rồi xây dựng hệ thống thế vị và tính các hệ số ƣớc lƣợng ta 

đƣợc bảng 2 nhƣ sau: 

 

25  1 20   18  4 

u1 =0     x     

  0   250   0 

30   32   25  1 28   

u2 = 6  x   x      x  

  500   400   0   500 

29   28  3 25   23  4 

u3 = 5  x      x     

  0   0   350   0 

v1 = 22 v2 = 26 v3 = 20 v4 = 22  

   

Các hệ số ƣớc lƣợng của các ô loại trong bảng 2 đều dƣợng nên phƣơng án trong bảng 2 là 

PATU (duy nhất) của bài toán. 
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Nhƣ vậy, kế hoạch trồng cây tối ƣu của nông trƣờng là: 

 Khu đất A1 trồng 250 ha loại cây B3. 

 Khu đất A2 trồng 500 ha loại cây B1, 400 ha loại cây B2 và 500 ha loại cây B4. 

 Khu đất A3 trồng 350 ha loại cây B3. 

Lợi nhuận lớn nhất có thể đạt đƣợc là 
max 55.550f   
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CHƢƠNG V: BÀI TOÁN SẢN XUẤT ĐỒNG BỘ 

5.1. Mô hình toán học. 

5.1.1. Bài toán pha trộn 

Bài toán: Một xí nghiệp luyện kim muốn sản xuất 1 loại hợp kim với 20% bạc, 30% đồng 

và 50% nhôm. Họ sử dụng các nguyên liệu: Bạc, đồng, nhôm, hợp kim A, hợp kim B, hợp kim 

C. Hàm lƣợng bạc, đồng, nhôm trong các nguyên liệu trên cũng nhƣ giá 1 đơn vị khối lƣợng 

mỗi loại (USD/kg) đƣợc cho bởi bảng: 

 Bạc Đồng Nhôm A B C 

Bạc 100% 0 0 30% 50% 40% 

Đồng 0 100% 0 40% 20% 35% 

Nhôm 0 0 100% 30% 30% 25% 

Giá 1500 300 100 1000 1200 1100 

Hãy lập phƣơng án trộn thế nào để giá sản phẩm nhỏ nhất. 

Giải 

Mô hình toán học: 

Gọi 0( 1,6)jx j   là khối lƣợng (kg) bạc, đồng, nhôm, A, B, C tƣơng ứng để sản xuất ra 1 

kg hợp kim cần thiết (Các xj này đồng thời là tỷ lệ pha trộn các nguyên liệu khi sản xuất hợp 

kim). 

Thực tế 0( 1,6)jx j      

Trong 1kg hợp kim mới tạo ra, sẽ có 0,2 kg bạc; 0,3 kg đồng và 0,5 kg nhôm. 

+ Lƣợng bạc chứa trong 1 kg sản phẩm là: x1 + 0,3x4 + 0,5x5 + 0,4x6 

Lƣợng bạc này phải bằng 0,2 kg   x1 + 0,3x4 + 0,5x5 + 0,4x6 = 0,2 

+ Lƣợng đồng chứa trong 1 kg sản phẩm là: x2 + 0,4x4 + 0,2x5 + 0,35x6 

Lƣợng đồng này phải bằng 0,3 kg   x2 + 0,4x4 + 0,2x5 + 0,35x6 = 0,3 

+ Lƣợng nhôm chứa trong 1 kg sản phẩm là: x3 + 0,3x4 + 0,3x5 + 0,25x6. 

Lƣợng đồng này phải bằng 0,5 kg   x3 + 0,3x4 + 0,3x5 + 0,25x6 = 0,5 

Giá thành 1 kg sản phẩm là: 
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f(x) = 1500x1 + 300x2 + 100x3 + 1000x4 + 1200x5 + 1100x6 

Vậy bài toán: Tìm 0( 1,6)jx j   với 

(1)   
1 2 3 4 5 6( ) 1500 300 100 1000 1200 1100f x x x x x x x Min        

(2)  

1 4 5 6

2 4 5 6

3 4 5 6

0,3 0,5 0,4 0,2

0,4 0,2 0,35 0,3

0,3 0,3 0,25 0,5

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

 

(3) 0( 1,6)jx j   

 

5.1.2. Bài toán tổng quát 

a. Bài toán: Giả sử 1 đơn vị sản xuất có m máy M1, M2, …, Mn cùng dùng để sản xuất n loại 

chi tiết CT1, CT2 ,…, CTn . Những chi tiết mà sẽ cấu thành ra một sản phẩm nào đó. Biết rằng 

trong 1 đơn vị thời gian 1 máy Mi sản xuất đƣợc aij chi tiết CTj với 1, ; 1,i m j n   . 

Bài toán đặt ra: Lập kế hoạch phân phối thời gian cho từng nhóm máy sản xuất đối với 

từng loại chi tiết để tổng số sản phẩm đồng bộ là nhiều nhất. 

b. Dạng bảng của bài toán 

Giả thiết mỗi loại máy chỉ có 1 cái và chi tiết có mặt trong sản phẩm mỗi thứ chỉ 1 cái. 

 CT1 : 1 CT2 : 1 … CTn : 1 

M1 : 1 

a11   a12   

… 

a1n   

         

  x11   x12   x1n 

M2 : 1 

a21   a22   

… 

a2n   

         

  x21   x22   x2n 

… … … … … 

Mm : 1 

am1   am2   

… 

amn   

         

  xm1   xm2   xmn 
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c. Mô hình toán học 

Để thuận tiện cho việc lập mô hình toán học cũng nhƣ trình bày phƣơng pháp giải, ta giả sử 

rằng mỗi nhóm máy chỉ có 1 chiếc và số chi tiết có mặt trong sản phẩm mỗi chi tiết cũng chỉ 

có 1 cái. Bài toán này đƣợc gọi là tỉ lệ 1:1 

Gọi xij là thời gian máy i dùng để sản xuất chi tiết j và Z là số sản phẩm đồng bộ thu đƣợc 

với 1, ; 1,i m j n   . Khi đó 

Số sản phẩm đồng bộ là: f=Z 

Thời gian máy M1 đã dùng là: x11 + x12 +…+x1n 

Thời gian máy M2 đã dùng là: x21 + x22 +…+x2n 

 …………………………………………………………………………. 

Thời gian máy Mm đã dùng là: xm1 + xm2 +…+xmn 

            Số 

chi tiết CT1 đã sản xuất là: a11x11 + a21x21 +…. + am1xm1 

Số chi tiết CT2 đã sản xuất là: a12x12 + a22x22 +…. + am2xm2 

 …………………………………………………………………………. 

Số chi tiết CTn đã sản xuất là: a1nx1n + a2nx2n +…. + amnxmn 

Vậy: Bài toán tìm véctơ  ijX x  và Z với 1, ; 1,i m j n    sao cho f Z Max  (1) thỏa mãn: 

11 12 1

21 22 2

1 2

... 1

... 1
(2)

... 1

n

n

m m mn

x x x

x x x

x x x

   


   



    

 

 

11 11 21 21 1 1

12 12 22 22 2 2

1 1 2 2

( ... ) 0

( ... ) 0
(3)

...

( ... ) 0

m m

m m

n n n n mn mn

Z a x a x a x

Z a x a x a x

Z a x a x a x

    


    



     
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Và 0, 0, 1, ; 1, ) (4)ijx Z i m j n       

 

Bài toán (1), (2), (3) và (4) đƣợc gọi là mô hình toán học của bài toán sản xuất đồng 

bộ.Đây cũng là bài toán quy hoạch tuyến tính. 

Viết gọn: Bài toán tìm véctơ  ijX x  và Z với 1, ; 1,i m j n    sao cho f Z Max  (1) thỏa 

mãn: 

1

1

1( 1, )

0( 1, )

0, 0( , )

n

ij

j

m

ij ij

i

ij

x i m

Z a x j n

x Z i j






  




   

   





  

5.2. Các khái niệm trên bài toán vận tải. 

Định lý (Tính giải đƣợc của bài toán sản xuất đồng bộ) 

Bài toán sản xuất đồng bộ luôn có lời giải. 

Chứng minh 

   

Chọn  

1

1

0

ij

khi j
x

khi j

Z

   
 

    


   

thỏa mãn điều kiện (4) 

 

  

Thay Z = 0 vào (3) thỏa mãn điều kiện (3)  

Ta có: 
1

1
n

ij

j

x


  (thỏa mãn (2)) 

Vậy bài toán sản xuất đồng bộ có phƣơng án. 
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Ta lại có: 
1 1

m m

ij ij ij

i i

f Z a x a const
 

      nên hàm f bị chặn trên. 

Vậy bài toán có lời giải: 

Bài toán đối ngẫu của bài toán sản xuất đồng bộ. 

Tìm  ,i ju v  với 1, ; 1,i m j n    sao cho 

1

( , )
m

i

i

g U V u Min


   thỏa mãn:  

  
1

0( 1, ; 1, )

1( 1, )

0

i ij j

n

j

j

j

u a v i m j n

v j n

v



     



  

 


  

Bài toán đối ngẫu đƣợc viết hơn dƣới dạng sau: 

Tìm  ,i ju v  với 1, ; 1,i m j n    sao cho 

1

1

m

i

i

n

j

j

u

W Min

v





 



 (5) thỏa mãn 

1

0( 1, ; 1, )

1( 1, )

0

i ij j

n

j

j

j

u a v i m j n

v j n

v



     



  

 


  

5.3. Thuật toán nhân tử giải bài toán sản xuất đồng bộ. 

Trên bảng năng suất khái niệm ô, ô chọn tƣơng tự nhƣ bài toán vận tải, còn (ui, vj) đƣợc gọi 

là hệ thống nhân tử (ui – nhân tử dòng i, vj – nhân tử cột j). 

Ta tiến hành qua các bƣớc sau: 

Bước 1: Xây dựng tập ô chọn và hệ thống nhân tử (ui, vj) 

Trên bảng năng suất.Tìm ô có năng suất lớn nhất. 
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Tìm  
1 1ij i jMax a a tại Ô (i1, j1) ta đánh số 1 và cho 

1

1 1 1

1j

i i j

v

u a






Đi trên dòng i1 tìm ô có năng suất lơn nhất tiếp theo. Tìm 

 
1 2ij i jMax a a tại Ô (i1, j2) khi đó Ô (i1, j2) đánh số 2 và cho  

1

2

1 2

i

j

i j

u
v

a
 . Sau đó dựa vào 2 quy tắc sau tìm nốt các ô chọn (Có m+n-1 ô chọn) và các nhân tử 

còn lại: 

Quy tắc 1: Đi trên cột vừa xây dựng xong nhân tử cột 
2

( )jv  tìm ô có năng suất cao nhất 

thuộc dòng chƣa có nhân tử dòng xây dựng nhân tử cho dòng đó theo công thức: 

 i ij ju Max a v đạt đƣợc tại ô nào thì ô đó đƣợc đánh số tiếp theo. 

Quy tắc 2: Đi trên dòng vừa tính đƣợc nhân tử dòng tìm ô có năng suất cao nhất thuộc 

cột chƣa có nhân tử cột tính nhân tử cho cột đó theo công thức: i
j

ij

u
v Min

a

  
  

  

đạt tại ô nào thì 

ô đó đƣợc đánh số tiếp theo. 

Quá trình cứ tiếp tục nhƣ vậy cho đến khi tìm đủ số ô chọn và hệ thống nhân tử (ui, vj). 

Ví dụ: 

 

CT 

M  
 

CT : 1 CT2 : 1 CT3 : 1  

A : 1 
56   56   105   

u1 = 105 
      3   

B : 1 
66   83   107   

u1 = 107 
4   2   1   

C : 1 
38   53   64   

u1 = 68,37 
   5      

 v1 = 1,62 v1 =1,29 v1 = 1 
 ui 

vj  
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Bước 2: Tìm hàm mục tiêu W và tính các hệ thống số kiểm tra xij 

*) Tìm các ô cheo trên dòng và trên cột. 

+ Ô cheo trên dòng: Ô chọn có 1 mình trên dòng. 

+ Ô cheo trên cột: Ô chọn có 1 mình trên cột. 

Ta gọi: Di là tập các ô chọn trên dòng i và Cj: là tập các ô chọn trên cột j. 

*) Khi đó các số xij đƣợc tính nhƣ sau: 

0 với Ô (i, j) là ô loại 

ijx      1 với Ô (i, j) là ô cheo trên dòng 

 
 

   
 với Ô (i, j) là ô cheo trên cột 

Các số xij còn lại đƣợc tính theo hệ:  

 
( , )

( , )

1
i

i

ij

i j D

ij ij

i j C

x

a x W





 









 

Sau khi tính xong hệ {xij} ta tiến hành kiểm tra phƣơng án. Xảy ra những trƣờng hợp sau: 

TH1: Nếu 0( 1, ; 1, )ijx i m j n     thì phƣơng án đang xét là phƣơng án tốt nhất. Số sản 

phẩm đồng bộ là W. 

TH2: Tồn tại 0ijx   thì phƣơng án đang xét là phƣơng án chƣa tối ƣu chuyển sang bƣớc 

3. 

Bƣớc 3: Sửa phƣơng án 

+ Ô có 0ijx   gọi là ô sửa. 

Chú ý: Ở bƣớc 2 khi đi tính xij gặp ô có 0ijx   ta dừng lại ngayvà gọi đó là ô sửa. 

+ Dòng chứa ô sửa thì đánh dấu λ gọi là dòng sửa. Đi trên dòng sửa gặp cột chứa ô chọn 

(Không phải ô sửa) thì cột đó đánh dấu λ gọi là cột sửa. Dựa vào 2 quy tắc sau đây tìm nốt các 

dòng sửa khác và cột sửa khác. 

+ Tìm tập ô xét (Ô xét là ô nằm trên dòng không sửa và trên cột có sửa). 
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Tính i

ij j

u
Min

a v


  
  

  

 đạt đƣợc tại ô nào thì trong phƣơng án tới ô đó đƣợc đánh dấu thay 

cho ô sửa. 

Quy tắc 1: Đi trên cột sửa gặp dòng chứa ô chọn thì dòng đó đƣợc đánh dấu λ gọi là 

dòng sửa. 

Quy tắc 2: Lại đi trên dòng sửa gặp ô chứa ô chọn thì cột đó đƣợc đánh dấu λ gọi là cột 

sửa. 

+ Phƣơng án tới đƣợc điều chỉnh nhƣ sau: 

         ui nếu dòng i không sửa  

Nhân tử dòng: u
’
i = 

     λui nếu dòng i có sửa  

  

     vj nếu dòng j không sửa  

Nhân tử cột: v
’
j = 

   λvj nếu dòng j có sửa    

  

Đến đây ta quay lại bƣớc 2 và quá trình cứ tiếp tục nhƣ vậy cho tới khi tìm ra lời giải. 

Ví dụ: Tiếp tục ví dụ bƣớc 1 

 

 CT 

M  
 

CT1 

1 

CT2 

1 

CT3 

1 

W = 71,71 

A : 1 56 

Ô xét 

56 

Ô xét 

105 

3 

105 

B : 1 66 

4         

83 

2         

107      Ô sửa 

1 

107 λ  

C : 1 38 53 

5 

64 68,37 λ 

λ = 1,16 1,62 λ 1,29 λ 1  ui 

vj  
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A : 1 56 

1        x = 0.33 

56 105 

3        x = 0.64 

105 

B : 1 66 

4        x = 0.79 

83 

2        x = 0.21 

107 107 λ = 124,12 

C : 1 38 53 

5        x = 1 

64 79,31 

 1,88 1,5 1  ui 

vj  
 

Kết luận: PA cho trên bảng là tốt nhất và W = 70,42 SP 

5.4. Trƣờng hợp riêng 

Nếu gặp bài toán sản xuất mà số lƣợng máy trong mỗi nhóm không đồng nhất cũng nhƣ tỉ 

lệ các chi tiết có mặt trong sản phẩm không đều nhau thì đƣợc gọi là bài toán sản xuất không 

đồng bộ. 

Nhóm máy Mi có Ki chiếc với    =    ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Chi tiết máy CTj có mặt trong sản phẩm là dj cái  

Trƣớc khi lập bảng năng xuất mới: '
ij i

ij

j

a K
a

d
  

Sau đó quá trình giải đƣợc tiến hành bình thƣờng. 

Ví dụ: 

 CT 

M  
 

CT1 

2 

CT2 

1 

CT3 

3 

CT4 

2 

A:1 76 50 105 80 

B:1 160 140 72 48 

C:1 180 36 108 60 

C:1 200 32 96 60 

Lời giải: Bảng năng suất mới là: 
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 CT 

M  
 

CT1 

1 

CT2 

1 

CT3 

1 

CT4 

1 

W = 68,38 

A:1 38 

 

50 

4 

35 

6 

40 

3 

50 λ 

B:1 80 

5 

54 

Ô xét 

24 

 

24 

Ô xét 

80 

C:1 90 36 36 

7       x=1 

30 90 λ 

D:1 100 

1   x= -0,12 

32 32 80 

2 

100 λ 

λ = 1,48 1 λ 1,43 λ 1,25 λ W = 67,47 

A:1 38 50 

4 

35 

6 

40 

3     x=-0,31 

74 λ 

B:1 80     

5 

54 

1 

24 30 133,2 λ 

C:1 90 36 36 

7 

53 

5         x = 1 

79,31 

D:1 100 

Ô xét 

32 

Ô xét 

32 

Ô xét 

80 

2          x= 1 

148 

λ = 1,48 1 λ 1,48 λ 2,12 λ 1,85 W = 67,47 

A:1 38 50 

Ô xét 

35 

6 

40 

 

109,52 

B:1 80    Ô sửa 

5  x = -0,23 

54 

1   x = 1,23 

24 24 118,4 λ 

C:1 90 36 

Ô xét 

36 

7     x = 1 

30 

          

197,14 

D:1 100 

3 

32 

Ô xét 

32 

 

80 

2           

148 

λ = 1 1,48 2,19 λ 3,14 λ 1,85 λ W = 66,17 

A:1 38 50 

5   x = 0,24 

35 

6  x = 0,76 

40 

 

109,52 

B:1 80     

 

54 

1        x = 1 

24 24 118,4  

C:1 90 36 

 

36 

7     x = 1 

30 

          

197,14 

D:1 100 

3   x = 0,17 

32 

 

32 

 

80 

2    x = 0,83 

148 

λ = 1 1,48 2,19  3,14  1,85  W = 66,17 
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 Trang  118 

CHƢƠNG TRÌNH MÔN HỌC 

TOÁN KINH TẾ 

 

Tên môn học: TOÁN KINH TẾ 

Số tiết: 45 tiết 

1. Vị trí, mục đích và yêu cầu môn học: 

1.1. Vị trí môn học: 

Là môn học cơ bản đƣợc dạy từ kỳ II năm thứ hai hoặc kỳ I năm thứ ba. 

1.2. Mục đích yêu cầu: 

Sinh viên nắm đƣợc kiến thức cơ bản về môn học QHTT để có thể mô hình hóa các 

bài toán kinh tế về: lập kế hoạch sản xuất, sản xuất đồng bộ,… 

2. Đối tƣợng Sinh viên: Sinh viên bậc Đại học, chuyên ngành Kinh tế nông nghiệp, Kế 

toán, Quản trị kinh doanh. 

3. Nội dung chƣơng trình môn học: 

 

 CHƢƠNG I: ÔN TẬP ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 

 (Tổng số: 5 tiết, Lý thuyết: 3 tiết, Bài tập: 2 tiết) 

1.1. Ma trận – Định thức 

1.2. Hệ phƣơng trình 

1.3. Miền nghiệm của hệ 

 CHƢƠNG II: QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 

 (Tổng số: 15 tiết, Lý thuyết: 6 tiết, Bài tập: 9 tiết) 

2.1.  Các bài toán thực tế đến bài toán quy hoạch tuyến tính 

2.2. Các dạng bài toán quy hoạch tuyến tính 

2.3. Biến đổi các dạng bài toán quy hoạch tuyến tính 

2.4. Phƣơng pháp hình học giải bài toán quy hoạch tuyến tính hai ẩn số 

2.5. Thuật toán đơn hình giải bài toán quy hoạch tuyến tính 

2.6. Thuật toán đơn hình mở rộng 
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 CHƢƠNG III: LÝ THUYẾT ĐỐI NGẪU 

 (Tổng số: 8 tiết, Lý thuyết: 3 tiết, Bài tập: 5 tiết) 

3.1.   Bài toán thực tế dẫn đến cặp bài toán đối ngẫu 

3.2.  Bài toán đối ngẫu 

3.3. Bốn định lý đối ngẫu và ứng dụng 

 CHƢƠNG IV: BÀI TOÁN VẬN TẢI 

 (Tổng số: 10 tiết, Lý thuyết: 4 tiết, Bài tập: 6 tiết) 

4.1.  Nội dung của các bài toán vận tải – Dạng bảng của bài toán vận tải 

4.2.  Mô hình toán học của bài toán vận tải dạng đóng 

4.3.  Phƣơng án cơ bản của bài toán vận tải 

4.4.  Thuật toán thế vị giải bài toán vận tải 

4.5.  Các trƣờng hợp riêng của bài toán vận tải 

 CHƢƠNG V: BÀI TOÁN SẢN XUẤT ĐỒNG BỘ 

 (Tổng số: 7 tiết, Lý thuyết: 5 tiết, Bài tập: 2 tiết) 

5.1.  Nội dung của bài toán SXĐB – Dạng bảng của bài toán vận tải 

5.2.  Mô hình toán học cho bài toán SXĐB  

5.3.  Thuật toán nhân tử giải bài toán SXĐB 
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