CHUONG 1: CO HQOC GIAI TiICH

1.1. Cac khai niém co ban vé co hé khong tw do
1.1.1. Co h¢ khong tu do

Co hé khong tu do 1a tdp hop cac chat diém ma trong d6 chuyén dong cua cac
chit diém thudc co hé khong nhiing chi phu thudc vao luc tdc dung ma con bi rang

budc bdi mot s6 diéu kién hinh hoc va dong hoc cho trudc.
1.1.2. Lién két
a. Dinh nghia

Lién két 1a nhitng diéu kién rang budc chuyén dong vé mat hinh hoc va dong
hoc cua co h¢. Nhitng diéu kién nay khong phu thudc vao luc tdc dung va diéu kién

ban du.
b. Phwong trinh lién két

Phuong trinh lién két 1a cac phuong trinh hay bt phuong trinh biéu thi vé mat
todn hoc su rang budc vé mat hinh hoc va dong hoc cua cac chit diém thudc co hé.

Chung c6 dang nhu sau:

fi(th,v) =0
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Vi co cau tay quay, thanh truyén nhu -

hinh v&, ta ¢6 thé viét cac phuong trinh lién két ciia co cdu phing tay quay thanh

truyén nhu sau:
x(0)=y(0)=0
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(X =%g) +(Ya—Ye)* =V’
Y =0
c. Phan logi lién két
Dua vao dang ctia phuong trinh lién két ma ta phan loai cac lién két.
Lién két dimg: 13 lién két ma phuong trinh cta né khong chira yéu té thoi gian.
fi(h %) =0

Lién két khong dimg: 13 lién két ma phuong trinh cta né cé chta yéu t6 thoi

gian t. f(t,r,v,)>0

Lién két hinh hoc: 1a lién két ma phuong trinh lién két ctia n6 khong chia yéu
t6 van toc v, hoic néu c6 ta co thé tich phan dugc dé dua vé dang khong chira yéu t6

van toc.

Lién két dong hoc: 1a lién két ma phuong trinh lién két ciia nd chta yéu td van

toc v, .

Tir phan nay trd di, tit ca cac lién két ma chung ta xét déu 1a lién két dimg va

hinh hoc, nghia la

f.(r)=0s f(X,Y,2)=0
1.1.3. Di chuyén kha di va so béc tir do ciia co hé
a. Dinh nghia

Di chuyén kha di ctia co hé 1a tap hop cac di chuyén v6 ciing bé ma mdi chét
diém ctia co hé co thé thuc hién dugc dé sao cho phu hop véi lién két tai vi tri dang

xét.

Di chuyén kha di cua chét diém duoc ky hidu Sr(sx,5y,82) v6i r 1a vecto

dinh vi cta chét diém, con di chuyén thuc dugc ky hiéu 1a dr(dx,dy,dz). Di chuyén



kha di chi c6 ¥ nghia vé mat hinh hoc, n6 khéng phu thudc vao luc tac dung va thoi

gian t.

Nhu vay, di chuyén kha di hay con goi 1a di chuyén 4o cta hé phai thoa méan

hai diéu kién sau:

+ Di chuyén vo cung bé.

+ Céc di chuyén thuc hién dugc ma khong pha v lién két.
b. Sé bédc tir do

Dinh nghia: S6 bac tu do cua co hé béng s6 di chuyén kha di ddc lap cua hé

do.

Gia st co hé co n chit diém thi c6 3n di chuyén kha di doc 1ap. Nhung hé lai

c6 m phuong trinh lién két, do d6 sd bac tw do ciahé s& 14 S=3n—-m
Vi du: Mot chat diém & trén duong théng c6 mot bac tu do.
Mot chat diém tu do trong khong gian ¢6 3 bac tu do.
Mot vat ran tu do trong khong gian c6 6 bac tu do.
1.1.4. Toa d0 suy rong va lwe suy rong cia co hé¢

Céc tham s6 doc lap, néu chung cé s6 luong dung bang s6 bac tu do cia hé va

xac dinh duy nhét duge vi tri cua hé thi goi 1a céac toa do suy rong cua hé.
Ta ky hiéu toa d6 suy rong bang: {q;} =q,,0,,...,q

Toa dd suy rong cé thé la doan thang, cadc cung, cac goc, di¢n tich... Viéc
chon toa do suy rong gan lién voi viéc xac dinh so bac tu do va bang so di chuyén kha

di cta co hé.

Vi tri ciia co hé dugc xac dinh nho cac toa d suy rong, nén cac toa do Beé-cac

cua chat diém thudc co hé co thé biéu dién qua cac toa do suy rong:

X =X (ql’qZ""’qn)



Y = ¥ (01,050, 0)
Z, =7, (ql’qZ""'qn)

Hay N = (G Gy G) = X%+ Yy ) + 2K

Khi hé chuyén dong thi cac toa d suy rong bién dbi lién tuc theo thoi gian t,

nghia la:
o =0) ; 4 =0,(); ... g, =0(t)

Céc biéu thirc trén goi 1a phuong trinh chuyén dong cua co hé trong toa do suy

rong.

Pao ham béc nhét theo thoi gian cac toa do suy rdng ta thu dugc van tde suy

rong tuong ung cua co hé.

»_dg .+ _dg,. q:di
odt T dt 7Tt dt

b. Luc suy rong

Xét co hé co n chat diém chiu tac dung cua cac luc F;F,;...;F . Vi co hé co
lién két hinh hoc nén s6 toa dd suy rong du dé xac dinh vi tri cia co hé¢ dung bang s6

bac ty do cua co hé do q,,q,,...,q, .

Néu cho co hé mét di chuyén kha di, trong d6 chi c6 toa d6 suy rong q; bién
d6i véi sb gia oq, , con céac toa do suy rong khac khong d6i thi vecto a(ql, d,,...,q,) cua
. L, a1k A a1 2 Y ST GE
cac chat diém nhan dugc mdt di chuyén nguyén to 1a 5(r,), = a—.éql .
1

Tong cong nguyén té cua cac luc tac dung 1én hé trén di chuyén &(r,), s& la:

SA =F5(r), + F,o(0), +...+ F.8(r),

—or. —or, —or.
SA=F—2060q+F —2060 +..+F —.65
A& laq ql 2 aq ql n aq ql
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n__or .. " or
SA =| D R —~ |60, =Q00, voi Q =D F —~
k=1 8 1 k=1 6ql

Q1 goi 1a lyc suy rong Gng véi toa dd suy rong q;. Tuong tu ta c6 cac luc suy
rong Qy, Qs, ..., Qn. Néu cho co hé mot di chuyén khé di ma tat ca céc toa do suy rong
ddng thoi bién doi, khi d6 tong cong ctia cac luc tac dung 1én co hé trén di chuyén kha
di do sé la:

D> 5A =Q80, +Q,50, +...+Q,5q, =D Q,51;
j=1

Néu céc luc tac dung 1én hé 1a lyc co thé. Khi do:

oIl oIl oIl
oA =-dl=—-| —o69,+—50¢, +...+— '
D 5A [aql %+ o, 0% 0 qu
oIl oIl oIl
Vay: =—— =—— .. Q=——
ay: Q a0, Q, 2, Q )

Vay néu cac luc tac dung Ién co hé 1a luc co thé thi luc suy rong béng dao ham

riéng cta thé nang (voi ddu “-) theo toa do suy rong turong tng.
1.2. Nguyén Iy di chuyén kha di
1.2.1. Cong kha di

Cong kha di 1a cong sinh ra boi luc tac dung 18n chit diém trén di chuyén tring

v6i di chuyén kha di cta chat diém do.
Cong kha di caa lyc hoat dong F trén di chuyén kha di dugc ky hiéu la: SA™ .
Cong kha di cta phan lyc lién két N trén di chuyén kha di la SA" .

1.2.2. Lién két 1y twong

Lién két cua co hé duoc goi 1a lién két Iy twong néu tong cong nguyén to cua
cac phan lyc lién Kkét tac dung 1én co hé trén moi di chuyén kha di cta co hé déu bﬁng

khong.



> OA =Y N.Sr =0
1.2.3. Nguyén ly di chuyén kha di

Nbi dung: Diéu kién can va di dé co hé co lién két 1y tudng can bang 1a tong
cong nguyén td cua tit ca cac luc hoat dong tac dung 1én co hé trén moi di chuyén kha

di ctia co hé déu bang khong.
> SAT =D F.or =0

Chirng minh nguyén ly:

* Piéu kién can ,
- H¢ o lién két 1y tudng
GT
- Hé can bang

KL >SAT =D F.o1 =0

Xét chat diém thir k thude hé, chiu tac dung cua Ek va N—k . Theo gia thiét:
F+N, =0

Cho hé mét di chuyén kha di thi chat diém tha k c¢6 di chuyén kha di st . Ta

co:

SA =(F +N,).on =0
D6i v6i toan hé ta co: > A =D (F +N,).0r =0 > F.Sr +Y NS, =0

= > F.S5r, =0 (Vihé 6 lién két Iy tuong)



- Hé c6 lién két 1y tuong
; GT
* Pi1éu kién du: — -
' - > 6A =D FR.or =0
KL - Hé can bang

Gia str h¢ can bang, trén h¢ co cac lyc hoat dong thoa man diéu ki¢n

Néu tai thoi diém nao d6 co hé bat dau chuyén dong thi ta co6: ST =0 .

> F.dr, =0.

Theo dinh ly dong ndng: 5T => FSK +> NSt #0

= > Fr, =0 (Vi hé c6 lién két Iy tudng)

Diéu nay trai vai gia thiét nén hé can bang mai mai.

Y nghia: Nguyén 1y di chuyén kha di thiét 1ap duoc diéu kién can bang ¢ dang
téng quat ctia co hé bat ky. N6 cho phép ta sir dung phuong phép tinh hoc dé giai bai

toan dong luc mot cach téng quat.

1.2.3. Van dung nguyén 1y di chuyén kha di

a Vidul

Tim hé thirc lién hé giita momen M ciia ngau lyc tac dung 1én tay quay cua co

céu thanh truyén va ap luc P 1én pitténg khi can bang. Cho biét OA =1 va AB =1.

Giai

Co cdu c6 mot bac tu do. Luc P va ngdu luc M sinh cong.

Cho tay quay di chuyén
kha di d¢, khi d6 con truot B

di chuyén &x .

Ap dung nguyén ly di
chuyén kha di: M&p+P&x=0
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Ta co:

rsing =Isina = rcos pop = cos ada
_rcosep . rcose

= oo = op = o
Icosa " JI2=r?sin? o v
X=rcosp+I|cosa = ox=—rsinpop—Isinada
. . : r
Ma: :>5x=(—rsm¢>5(o—rsm(p&5¢)
«/Iz—rzsinzgo
r’sinpcos o

= ox=—(rsinp+ )op

JI2=r?sin?
Thé vao pt trén, ta duogc:

r’sin ¢ cos o

JI2=r?sin? ¢

Mop+Pox=0< Mop—P(rsingp+ )op =0

rcos g

JIZ=r?sin? g

= M =Prsinp(l+ )

b. Vidu 2

t
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Nguoi ta budc hai vat nang A va B

T T ™

="
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Y,

'3

c6 cung trong luong vao hai diu mot soi —E5Ts
day khong gian, khong trong lugng. Day di
tir vit A song song véi mit phing ngang
khong nhén, vt qua rong roc ¢b dinh C roi
16ng vao rong roc dong D, sau d6 lai vat
qua rong roc cd dinh E va budc vao vat
nang B. Vat nang K ¢6 trong lugng Q treo vao truc rong roc dong D. Xac dinh trong
luong P cuia mbi vat A va B cling nhu hé s6 ma sat truot gitra vat A va mat phéng

ngang, biét rang hé o trang thai can bang. Bé qua trong luong cac rong roc.
Giai

H¢ khao sat gom cac vat A, B, rong roc D va vat K. H¢ c6 hai bac tu do nén cé

hai diéu ki¢én can bang.




Ta cb dinh vat A, cho vat B roi xuéng mot doan 0sg - Khi do vat K di 1én mot

doan &s, . Theo nguyén ly di chuyén kha di:
—Qos, +Posy =0 -Q.os, +P.20s, =0=P =%

Ta c¢b dinh vat B, cho vat K roi xuéng mot doan Ss, thi vat A di chuyén mot

doan os, . Theo nguyén ly di chuyén kha di:

Qos, —F, .08, =0 Qos, — f.P.2ds, =0
Q

=>f=—"=1
2P

1.2.2. Piéu kién cin bing trong toa dj suy rong doc lap di
a. Truwong hop chung

Theo nguyén 1y di chuyén kha di, diéu kién can va du dé hé co lién két 1y
tudng can bang 1a tong cong nguyén té cia tit ca cac luc hoat dong tac dung 1én co hé
trén moi di chuyén kha di cua co hé déu bang khéng. Trong toa do suy rong, didu kién

do s€ la:
D> 6A =Q9, +Q,57, +...+Q,5q, =0

Vi cac 6q,;60,;...;69, doc lap nhau nén déng thire trén chi thoa man khi va chi

khi: Q =Q,=..=Q, =0 .

DPinh 1y: Diéu kién can va da dé co hé co lién két Iy twong, hinh hoc, gilt va
dirng can bang trong toa do suy rong la tat ca cac luc suy rong twong ung voi cac toa

d6 suy rong cua co hé déu bang khong.
b. Truwong hop cdc lwc cé thé

Truong hop cac luc hoat dong tac dung 1én h¢ 1a nhitng luc co thé va ham thé
nang c6 dang la I1=T11(q;;q,;...;q,) thi diéu kién can va du dé hé co lién két Iy tuong,
hinh hoc, gilr va dung can bﬁng tai mot vi tri ndo d6 1a ham thé nang dat cuc tri tai vi

tri do.



oIl I
—=0 (=15)
aq;

1.3. Nguyén ly Paliimbe — Lagring (Phwong trinh tong quat dong luc hoc)

1.3.1. Nguyén ly Palimbe — Lagring

Xét co hé gdbm n chat diém co lién két 1y tuong, va dang chuyén dong. Ngoai
lyc hoat dong Ek va phan lyc lién két N—k , ta thém vao chit diém tht k luc

—_—

¥ =—m W, .
Theo nguyén 1y Palimbe ta thu dugc mot hé luc can bang:
(RaNGRT)00
Cho hé mét di chuyén kha di, 4p dung nguyén 1y di chuyén kha di ta co:
Z(EK'+N7+§).5FK 10 3 (R +FH)or, + 3 N,.51, =0
Vi hé dang xét c6 lién két 1y tudng nén Y N, .6t =0. Do d6

(R +Ror, =0

Phuong trinh nay goi 13 phuong trinh téng quat dong luc hoc hay con goi 1a

nguyén ly Palambe — Lagrang.

Phét biéu nguyén 1y: Néu co hé ¢ lién két 1y tuong thi tai mdi thoi diém, tong
cong nguyeén t6 cua cac luc hoat dong va lyc quan tinh dat vao co h¢ trén moi di

chuyén kha di ctia hé déu bang khong.

Phuong trinh dong luc hoc c6 thé duogc viét dudi dang giai tich nhu sau:
Y[ (Fo +FNSX +(Fy + FSY, +(F, +Foz, |=0
1.3.2. Ap dung nguyén ly
a Vidu l
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Mot con lan A trong lugng Q trong khi lin khong trugt xuéng dudi theo mat

phang nghiéng voi phuong ngang mot

g0c « , da nang vat C trong luong P nho
mot so1 day khong gian, khong trong
luong vat qua rong roc ¢ dinh B. Khi
d6 rong roc B quay quanh truc ¢ dinh di
qua tdm O cuta nd va truc giao voi mat

phang cua rong roc. Con lan A va rong

roc B 1a nhitng dia tron dong chét co

cung ban kinh va trong lugng. Tim gia toc cua truc con lan.

do.

Giai

H¢ khao sat gém: Con lan A, rong roc B, vat nang C va day. Hé c6 mot bac tu

Céc lyc chu dong gém: é;ﬁ

Phan luc lién Kkét gém: N: RT

Céc lyc quén tinh gom: E“f —-m W, =——W,
9
R =-m, W, == W,
9
1
M =J.5=—mAR2.g:gR25
2 29

Ap dung phuong trinh tong quat dong luc hoc, ta cé:

Qsina —F*)ss—(P+FM)Ss—2M %5p =0

o (Qsina—%WA)és—(PJrEWC)&s—222 R%5p =0
g g

Vi day khong dan nén: Wa=Wc =W, §s=Rdp

Thé vao phuong trinh trén va bién doi:

11



WS _

@sina—2w)ss—(P+ P wyss—2 L re WS
g g 29 R R
= 0sing-22 P w_p_o
_Qsina-P
2Q+P

b. Vidu 2

day vong qua hai rong roc C, D. Dé dua vat A 1én, ngudi ta tac
dung vao rong roc C mdt ngau lyc c6 mémen M khong doi. Céc
rong roc C, D c6 cung trong luong Q, ban kinh R. Tim gia tdc vat

A, bo qua khdi lugng day.

tu do.

Hai vat A va B ¢6 trong lugng P; va P, dugc budc vao soi

Giai

Co hé gobm co hai rong roc va hai vat A, B. Hé c6 mot bac

—_ — —

Céc luc hoat dong gém: R;R;Q,M

Céc luc quan tinh gom:

qu:%WA ; Py :%WB; MZ =MJ =J.g=3Rzg=3RWA

29 29
Vi day khong gidn nén ta c6: Wa = Wg, 8s, =35,
Ap dung nguyén 1y Palimbe — Lagring ta co:
(-R —F)85, + (P, —F2)88; + Mop—2M“5p =0
Thé cac luc quan tinh vao va bién ddi (luu y: 0S, =05z = Rop), ta dugc:

_M+R(R,-R)
* R(Q+P+R)

12



1.4. Phwong trinh vi phan chuyén ddng ciia co hé khong tw do
1.4.1. Phwong trinh Lagrang loai 11
a. Truwong hop chung

Tu phuong trinh téng quat dong luc hoc, ta co:
2((€+§)5ﬁ —0e S SAT+ > 5AT =0

Gid st h¢ co s bac tu do va vi tri cua co hé duge xac dinh bdi cac toa do suy

rong qi, gz, ... gn. Ta co:
ZéAf =Q,00, +Q,51, +...+Q,5q,

zé‘A?t = 1qt5q1 gté‘qz +-'-+qut5qs

: —or, —5 or —5 0% 1
Voi QP =Y F*—& » Q¥=MF*—: .. Q=) F*—X]a c4c luc quan tinh su
Q Z k o, ) k o, Q, Z k o, IC q y
rong.
Thay vao phuong trinh trén ta dugc:
(Q +Q")da, +(Q, +Q)da, +...+(Q, +Q)sq, =0
=Q+Q"=0; Q+Q"=0;...; Q+Q" =0
Ta co: qut:_zmkvvkéiz_z d mk\Tkai _mk\TkE I
g, o dt o0, dt| oq,
ma \Z:%:%%4_%%4_."4_%%:aidl+aiq.2+“_+aiq.s
dt og, dt og, dt oq, dt  oq, aq, aq,
véi cil;q.z;...;ciS 13 van tdc suy rong tng véi cac toa dd suy rong qu, Go, ..., Js.

Pao ham \Tk theo van tdc suy rong q; ,ta duoc:

13



N, _on _on
oq, og %

Thay doi thi tu léy dao ham, ta duoc:

d a_ﬁ 0. dr, I a r
dt| og; (’}qI dt aq,
Thay hai phuong trinh trén vao biéu thire cua luc quan tinh, thyc hién mot sb

phép bién doi, ta co:

d o 0 (w1
qt: - 2 v _szJ
1 [dté‘q(z kJ aql(kz;z o ]

oo |9 | AT 5 qa_|d]aT | aT
C o4, Cog | dt| g | O
1

D061 véi cac luc quan tinh suy rong khéc, ta ¢6 cac bi€u thuce tuong tu. Vay:

Pay 1a hé phuong trinh vi phan chuyén dong cta co hé trong toa do suy rong,

hay con goi la phuong trinh Lagrang loai I1.

Néu cac luc tac dung 1én hé 1a luc co thé thi

14



djor ) or_ oi
dt 5q’1 oq,  0q

djor | or__on
dt Gq.s oq,  0q,

Do I1(q,,0,.,...q,) khéng phu thudc cac van téc suy rong qlqzq nén cac

S

phuong trinh trén ¢ thé viét:

g{a(r—n) ar-m

| 5 o 0q,

S

djo-1n | o -1 _,
dt|  5q &0,

S

Ta goi L=T —TIT la ham Lagrang thi phuong trinh Lagrang loai II c6 dang:

dia| a_g
dt aq'l 0q,



dj oL | oL
dt aq's aqs

=0

Phuong trinh Lagring loai II cho ta phuong phap téng quat dé giai bai toan

dong luc hoc.
1.4.2. Cac tich phan dau ciia chuyén dong
a. Tich phdn nang luong

Xét hé c6 n chat diém chiu lién két 1y tudng, hinh hoc, giir va ding. Gia sir vi
tri cua co hé dugc xac dinh bdi s toa dd suy rong doc 1ap va du qu, qo, ..., gs va cac luc

hoat dong déu 14 luc ¢ thé. Khi d6 phuong trinh Lagring loai II s& 1a:

djor | or _ an voii=12,...,s

dt ﬁfii aq, oq;

Trong d6 T va I1 1a dong ning va thé nang cia hé dugc biéu dién qua cac toa do suy

rong doc 1ap du. Ta co: V, = dd: Z%q

Va dong nang T duoc tinh theo cac van tdc suy rong

1 1w or -
T:ZEmkaZZEkaVka kaz i

k =1 aq| aq]

J

" oror, o e
,Z;kz; kaq. oq, oq, 1

i=1

_,

Néu ky hiéu Zm aaq, qJ =a; goi la h¢ s6 quan tinh cua co hé véi a; =a;
k=1 i j

thi ddng nang cia hé 1A T = %ZZaij q.i q.j

i=1 j=1

Vay dong nang cua co hé 1a ham dang cap bac hai doi vdi cac van toc suy rong

g, - Do do6 ta c6 hé thirc sau:

16



Zid. =2T
0q,

Ta nhan ca hai vé cua phuong trinh Lagrang vé1 van toc suy rong g, roi lay

tong ca hai ve theo chi so 1, ta dugc:

549/ |G sl
't 5(ii ' o oq
RO _ap e, Lol $dl
d oq ~ o0, ~  og, - Fag
Mat khac
cd|oT d|oT * oT d(,=+ or
ZQia ry :Za — G _Z_.Qizza(z-rj_z_.%
oq; 2q; 2q; 2q;
dT (dT or + ) dT oT
=2—— _ 0 |=— —00.
dt [dt Zaqi q,j at ! o

cd| oT or « dT or or
:Zqia{ﬁ—d}—za—qiqia+ 8_qiqi_ a_qiqi

ol dT dT dII  d
Zaq. % dt  dt dt dt(r )

=T +I1=E =const

Vay co ning cia hé duoc bao toan. Pang thuc trén goi la tich phan ning
lugng, con E duogc goi la héng ) nang lugng, n6é duoc xac dinh tr diéu kién ban dau

ctia chuyén dong.
b. Tich phan xyclic

Dinh nghia toa d0 xyclic: Toa do suy rong qx nao do6 dugc goi la toa do xyclic

néu

ﬂzo, a_HZO’ Qk:O

00, aq
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Tuc 13 qx 13 toa do xyclic néu n6 khong c6 mit trong biéu thirc dong ning, thé

nang cua co h¢, con luc suy rong cua cac lyc hoat dong img vé1 n6 bang khong.

Phuong trinh Lagrang loai II ing véi toa d6 xyclic g la:

d ﬂ :O:E—const

dt| 5g, a4,

Piang thirc ndy goi 1a tich phan xyclic.

BAI TAP

I. Nguyén 1y di chuyén kha di

e
<. . A . L. , . . b
Bai 1: Hai dam AC va CD no1 véi1 nhau a
B c £ 9
bang ban 1€ tai C va chiu tic dung cia luc P 4 7;7 -
dat tai E. Kich thudc cho nhu trén hinh vé. . |, t,

Tim phan lyc tai gbi tra B, b qua trong luong

. i
cac dam. ¥ -

Bai 2: Cho so d6 mdt may nén nhu hinh bén wf-—--—-- %‘;—"—"E
dudi. Tim lién hé giira cac luc Q;Q,;P, khi hé
can bang (Q; = Q, = Q vaP; = P). Géc « va

cho trudc. Bo qua trong luong cac thanh.

Bai 3: Cho hé thanh chiu luc va chiu lién két nhu hinh bén duéi. Cho Py = 2kN; P, =
6KkN; Pz = 3kN. Tinh phan luc tai A, B, D.

2) (3

F

E o
A C \ % ‘ 2 22
77 ]
a a ] a | a } 2a !

| ot
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Bai 4: Cot AB chiu lién két ngam tai A va chiu lyc nhu hinh bén dudi. Hay tim phan

luc tai A. 2

o

=54

\
b

3
!

Bai 5: Mot co hé gdm c6 rong roc ¢b dinh A va n rong roc dong. Xac dinh ty s giira
tai trong duoc nang Q va lyc P dat vao dau day vat qua rong roc c¢b dinh A dé hé can

bang

Bai 6: Cho mét co cau thanh truot. Khi tay quay OC quay
quanh truc ndm ngang O thi con chay A chuyén dich doc
theo tay quay OC lam cho thanh AB chuyén dong trong
ranh thang dtung K. Cho biét OC =R, OK = | . Tai C can
phai dit luc Q vudng goc véi OC bang bao nhiéu dé can

bang véi luc P tac dung vao thanh AB nhu hinh bén.

Bai 7: Cho hé dam nhu hinh v&. Tim cac phan luc tai A va
B. Cho biét q =4,9N/m.

“ q
A = I
g

! 2m 2m I im

e - T




II. Nguyén ly Palimbe — Lagring (phwong trinh tong quat dong luc hoc)

Bai 8: Hai tai trong M; trong luong P;, M, trong luong P, treo
vao hai soi ddy mém khong dén cudn vao hai tang quay cing truc
c6 ban kinh Ry, R,. Tai trong chuyén dong dudi tic dung cua
trong luong (P,>P;). B qua khéi luong cac tang quay va day.

Xac dinh gia téc cia tang quay.

Bai 9: Vat A c¢6 trong luong P duoc ha xudng nho sgi day khong
dan, khong trong luong vét qua rong roc D ¢b dinh khong trong
lugng cudn vao banh xe B 1am cho tryc C lan khong truot trén

duong ray ngang. Hai banh xe B va C 10ng vao nhau, trong luong

chung 12 Q va ban kinh quan tinh déi véi truc O 1a p . Tim gia

toc cua vat A.

Bai 10: Mot vat A trong luong P dugc budc

vao dau mot soi day khong gidn, khong trong

luong. Day vit qua rong roc ¢d dinh O, dau
kia ctua day cubén vao khdi tru S c6 trong
lugng Q, ban kinh R. Vat A ¢ thé truot trén

mit phang ngang, hé s6 ma st giita vat A va

mit phang ngang 1a f. Tim gia toc vat A va gia
toc tam C cua khdi tru khi hé chuyén dong, bo

qua khoi lugng cia rong roc.

Bai 11: Trén mdt mat phang nam ngang tron, ta
X

RARNAN Y

dat mot lang tru tam gidc ABC c¢6 trong lugng P,

TR AP E /////////f/////////////////////gx
r
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n6 c6 thé trugt khong ma sat trén mat phang d6. Hinh try tron dong chat trong luong Q

lan khong truot trén mit phang nghiéng AB cia lang tru.

Bai 12: Hai vat nang P; va P, dugc budc vao hai day cudn vao hai tang
ciia mot toi ban kinh r, R. Dé nang vat nang P, 1én, ta tac dung Ién to1
mot momen quay M. Tim gia toc goc cia tdi quay. Biét trong luong

ctia toi 12 Q va ban kinh quan tinh d6i véi truc quay 1a p .

Bai 13: Mot co cau cho nhu hinh bén. Vat A c6 trong lugng

P. Trong lugng chung cua trong B va banh xe C 1a Q, ban
kinh quan tinh d6i véi truc O 13 p. Tim gia toc cua vt A

khi n6 ha xudng.

Bai 14: Con lin A lan khéng truot trén mit phiang nghiéng
mdt goc « voi phuong ngang lam vat C trong lugng P
duogc nang lén nho rong roc B. Con lan A va rong roc B la

hai dia tron dong chét cung trong luong Q va ban kinh R.

Xac dinh gia tdc vat C.

Bai 15: Thanh DE trong lugng Q dugc dat trén ba con lan hinh tru A, B, C c¢6 cung

trong lwong P, ban kinh R. Téac dung luc F 1én 5 & =

thanh, bo qua su trugc gitra thanh va cac con '
lan, ciing nhu gitta cac con lan v&i mat phang
ngang. Cac con lan 14 try tron dong chat. Tim

gia toc ctia thanh.

Bai 16: Vat B trong lugng P 1am chuyén dong con lian A hinh tru tron dong chat trong

luong Q ban kinh R nhy ddy mém udn quanh con lan vat qua rong roc ¢b dinh D va
21



budc vao vat B. Xéac dinh gia tdc vat B khi con 1an 1an khong truot, h¢ sb6 ma sat 1an 1a

fp, bo qua khdi lugng rong roc D.

I}

I11. Phwong trinh Lagrang loai 11

Bai 17: Mot con lan A hinh try dong chat khéi luong my
ban kinh R, lin khong truot trén mat phang nghiéng cua
lang try tam gidc B khdi luong m, va c¢6 goc nghiéng voi

mit phiang ngang goc o . Liang tru ¢ thé trugt trén mit

P

X

phang ngang nhin. Viét phuong trinh vi phan chuyén dong

Y

, AN N ’ ’ A A 5 A A NN RN A R R S
cua co hé va tim céc tich phan dau cia chuyén dong.

Bai 18: Giai lai bai 10 bang phuong phap Palimbe — Lagring.

Bai 19: M6t chat diém khéi lvgng m chuyén dong theo vong xuyén ban kinh a. Trong
khi vong xuyén quay quanh dudng kinh thing ding AB véi vén toc A

g6c @ do ngiu lyc M. Momen quén tinh cua vong xuyén dbi véi
duong kinh nay 1a J. Hay lap phuong trinh vi phan chuyén dong cia
chat diém va xac dinh ngiu luc M can thiét dé gitt cho van téc goc

khong doi.

Bai 20: Mot con lac eliptic gdm c6 con chay A khdi

A m; JI
luong my truot khéng ma sat trén mit phing nim & - —Fe b ———-———~— -
\ 5 A 9 A A 7. |
ngang va qua cau nho khoéi lugng m, noi véi con chay '!I'
[ !

bang thanh AB chiéu dai 1. Thanh c6 thé quay quanh

truc A gan lién véi con chay va vuong goc véi mat

22



phang. Hay thiét 1ap phuong trinh chuyén dong cua con lic, bo qua khéi luong cua

thanh. Tim cac tich phan dau cua chuyén dong.

Bai 21: Hay lap phuong trinh chuyén dong ctia con lic gdm mot chat diém khéi luong

m treo trén mot soi ddy c6 do dai bién d6i theo quy luat cho trude | = I(t).

¥
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CHUONG 2: PONG LUC HQC TRONG CHUYEN PONG
TUONG POI

2.1. Phuong trinh co ban trong chuyén dong twong toi

Xét chat diém M khéi luong m chuyén dong trong hé quy chiéu dong Oxyz do
tac dung cua luc F , ddng thoi Oxyz lai chuyén dong so voi hé quy chiéu cb dinh

O1X1Y123. O day, ta tim sy lién h¢ gilra gia tde tuong doi Wr v6i cac lyc tac dung.
Theo dinh luat II Niuton, trong chuyén dong tuyét ddi ta co:

mwW, =F

a

Ma W, =W, + W, +W,,, =mW, =m(W, + W, +W,, |=F
MW} = F + (-mW) + (-mW,.) = mW, = F + F + R,

kor

Vay tat ca cac phuong trinh va dinh 1y ctia co hoc trong chuyén dong tuong

dbi ctia chat diém duoc thiét 1ap nhu trong chuyén dong tuyét ddi néu ta thém vao cac

Iyc quén tinh F* va luc quan tinh Koriolit FX

kor *

Néu hé Oxyz chuyén dong tinh tién thi F*

kor

=0 nén: mW. =F +F"

Néu hé Oxyz chuyén dong tinh tién thang déu thi ﬁq" =0; F® =0 nén:

kor

mW. =F

r

Vay khi hé dong chuyén dong tinh tién thang déu thi phuong trinh co ban cia
chat diém trong chuyén dong tuong ddi gidng hét nhu phuong trinh co ban cia chat

diém trong chuyén dong tuyét doi.

£0,tacod FY =—mW, =-2ma, AV,

kor kor

Néu F®

kor
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Vay F& cling vudng goc véi tiép tuyén quy dao twong dbi nén

kor

Hinh chiéu cua F lén tiép tuyén cua quy dao tuong di luén bang khong nén

kor

mWrr = Fr + Fegt
Cong cua luc F® trén dich chuyén tuong dbi bat ky bang khong.

kor

2.2. Phuong trinh cin bing twong ddi

Néu chat diém khong c6 chuyén dong twong d6i V. =0 va W, =0 thi F® =0 .

Khi do6:
F+ @ =0
Phuong trinh nay 1a diéu kién can bang tuong di ciia chat diém.

Dinh ly: Piéu kién can va du dé chat diém can bang trong chuyén dong tuong
dbi 1a téng hinh hoc cac luc tac dung 1én chit diém va luc quan tinh trong chuyén dong

ctia chit diém bang khong.
BAI TAP

Bai 22: Ntra vong tron BCD bén kinh R quay quanh dudng kinh BD véi van tdc goc
® . Mot nhin M trong luong P truot khong ma sat tir diém B sat truc quay theo nira
vong tron véi van tdc ban dau V, = 0. Tim van tdc tuong dbi V, tai diém C.

'y

LE 11




Bai 23: Can phai tang van téc goc cta Trai Dat khi quay quanh truc ctia n6 1én bao

nhiéu 1an dé tai mot diém trén mat dat & xich dao, chat diém khong cé trong lugng

nita. Biét ban kinh Trai D4t 1a R = 6370km.

Bai 24: Piém M co6 khdi luong m chuyén dong khong ma sat trong 6ng hinh ban

nguyét ban kinh R va quay quanh dudng kinh thang dimg véi van téc goc » = const.

Xac dinh van téc twong d6i V, phu thudc vao goc ¢ 1a goc gitta OM va truc quay néu

ban dau goz(po;g;)=0.

Bai 25: Qua cau A co6 khéi lugng m = 0,2kg chuyén dong trong dng thang nam ngang

va dugc gan tryc giao véi truc quay thang ding ¢ dau dng. Mot 10 xo cd do cing C =

4kN/m nbi qua cau véi truc quay. Do dai ciia 10 xo khi chua bién dang 14 a = 3cm.

a. Xac dinh quy luat bién ddi van téc goc @ cua 6ng khi nd quay 4
quanh truc dé sao cho qua cau chuyén dong trong dng vdi van toc
tuong ddi khong ddi V, = lemy/s, néu tai thoi diém ban dau & cach

dau 6ng mot khoang b = 5cm.

b. Tim ap luc do qua ciu tac dung 1én thanh 6ng khi t = Is. i
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Bai 26: Trong mot toa tau dang chuyén dong theo dudng thang

nam ngang c6 mot con lac dao dong be¢ dieu hoa. Hay xac dinh:

a. Gia tOc cua con tau. - i

b. Tim hiéu s6 chu ky dao dong cua con lic T 1a chu ky dao
dong cua con lic khi toa tau ding yén va T 13 chu ky dao dong

cua con lac khi toa tau chuyén dong véi gia toc W.

Bai 27: Mot chat diém roi tu do trén Béc ban cau tir dd cao cach mat dat 500m. Cha y
dén su quay cua trai dat quanh truc ctia né va bo qua luc can cua khong khi. Hay xac

dinh diém roi xubng léch vé phuong Dong bao nhiéu. Dia diém roi tai vi tuyén 60°.
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CHUONG 3: LY THUYET DAO PONG

3.1. Cac khai niém mé dau

3.1.1. Khai ni¢m vé trang thai cin bang 6n dinh ciia co' hé

3.1.2. Cac dinh nghia va cac khai niém co ban vé dao dong

Bac tu do cua mot hé co hoc 1a tap hop cac tham s6 doc 1ap toi thiéu du dé xac
dinh vi tri va hinh dang ban than hé mét cach duy nhét trong khong gian. Cac tham s6
nay dugc goi 1a cac bac tu do hay toa dg suy rong cua hé. So lugng cac tham $6 trong
tap hop néu trén goi la s6 bac tu do cua hé. Hé co hoc ¢ thé c6 mot, nhidu hay vo sb
bac tu do.

Nguoi ta thuong phan biét hai dang hé theo $b lugng bac tu do. Do 1a cac hé
hitu han bac ty do va hé vo sd bac tu do. Viée chon cac bac tu do phu thudc vao chu

thé nghién ctru cua doi tuong.

Ta nghién ctru chuyén dong ctia mot con lic toan hoc don gian nhu hinh bén
dudi. Chat diém co6 khéi luong m, tip trung & dau day khong trong luong d6 dai L
duoc ¢b dinh dau kia tai mot diém A nao d6. Vi tri cua chét diém trong mat phéng
duoc xac dinh bﬁng hai toa d6 x va y. Nhung vi mot dau day ¢ dinh va khoang cach
tir vat dén vi tri A khong ddi, béng L nén hé s€ chi c6 mot bac ty do, do 1a goc gitra

doan day tao v6i phuong thing dimg, ky hiéu 1a ¢ .
Chon hé toa d6 nhu trong hinh v€, ta co:
X=Lsing;y=L(t—cose)

Khi d6 dong niang va thé nang cta vat bang:

1 L] L] 1 L]
T ==m(x*+y?) ==mL? ¢

5 (xX*+y7) oML
V =mgy = mgL(1-cos ¢)

Bd qua nhitng luc khéac, phuong trinh Lagrang cua hé c6 dang:
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(1] g ;
+| = |sihp=0
’ (Lj 0

Trong d6 g 13 gia toc trong truong. Pay 1a mot phuong trinh vi phan bac hai

phi tuyén, sau khi khai trién Taylor ham rin, c6 dang

2
AT S S .29
+ojp——¢" +..=0;, @ ==
P+ a,Q 2 @ L

Néu chi xét thanh phan bac nhét ta duoc phuong trinh co ban biéu dién dao

dong diéu hoa.

;;+ w’p=0
Phuong trinh nay cho ta nghiém:
@ =asin(a,t+0)

biéu dién mot dao dong didu hoa véi bién d6 dao dong a, tan sd dao dong w, (hay chu

ky dao dong T = 2—”) va pha ban dau @ . Dao dong nay c6 thé biéu dién ¢ dang phirc:
o,

p=Re { Ae ! }
trong d6 A goi 1a bién d6 phirc ciia dao dong didu hoa A=aie ™ va
a=|A ; 0=-arg A+%
Vi vay thong thuong ta st dung dang phirc ciia dao dong diéu hoa

X — Aefia)o'[

Trong truong hop dao dong tu do khdng can cua hé mét bac tu do, bién do va

pha ban diu dugc xac dinh bing didu kién dau ¢(0) = o, 0(0) = @, , tirc

.2
a=p+%,  og=arctg| L%
@, o
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Khi ké dén luyc can nhét ty 1€ véi van tdc, dao dong tu do cua h¢ mot bac tu do
¢6 can duoc md ta bang phuong trinh

2+2¢w, 7+ @' =0

Nghiém phuong trinh

.2 X A A < W (t) g >
biéu dién mot dao dong tat i .

NS

-

dan.

z=ae "' sin(a,t + 6)

W, = ,\1— &

Véi & 1a mot $6 duong va duogc goi 1a h¢ s6 tit dan dao dong, dac trung cho luc can
nhét, o, 1a tan s6 dao dong cua hé cé can. Trong khuon khé dao dong, chiing ta chi
xét truong hop hé s6 tat dan nho hon 1. Bién d6 a va pha ban dau 6 cia hé c6 can

dugc xdc dinh bang di€u ki¢n ban dau 4

2(0)=2,;2(0) =z, ¢6 dang

2y

3.T=i w,,

L B

d 2 == 2niw, t
L +Cw.Z Z.
a= Zg.,.W; 6 = arctg .O—D
“p Zo+ £, 2,

Ky hiéu z, VA Zn.1 14 hai dinh duong lién tiép cta dao dong tai cac thoi diém

272' N 272' N ~ X .y A .
n— va (n+1)—;o1a hé s6 suy gidm dao dong logarit & =In
W @p Zoa

YA [ , X
. Khi d6 ta co thé

xac dinh hé s6 tit dan dao dong & tr phuong trinh
s=2rf1\1-& = £=5/ar" -5 .
3.1.3. Phan loai dao dong

Tuy theo su phan b6 khoi luong trén he, ciu tao va kich thudc cua h¢, tinh
chat cua cac loai tai trong va céc tac dung dong bén ngoai, anh hudng va sy tuong tac
ciia moi truong dao dong, cling nhu sy 1am viée cta hé ... ma nguoi ta ¢d nhiéu cach

phan loai dao dong khac nhau. Dé thuan tién cho viéc phan tich dao dong cua cac h¢,

ta dua ra mdt so cach phan loai sau.
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a. Phén theo sé bic tw do ciia hé dao dpng

Céch phan theo s6 bac tu do dua hé vé ba loai dao dong sau:
Dao dong cua hé¢ mdt bac tu do.
Dao dong cua hé hiru han béc tu do.

Dao dong cua hé vo han bac tu do.
b. Phén logi theo tinh chit va nguyén nhén gy ra dao dpng

Dao dong tu do: 1a dao dong sinh ra do chuyén vi va toc do ban dau cua hé.
Piéu kién ban dau duoc tao nén do tac dong cua cac xung lyc tuc thoi va tach hé ra
khoi vi tri can béng, noi cach khéc, dao dong ty do la dao dong khong c6 tai trong

dong duy tri trén hé.

Dao dong cudng buc: la dao dong sinh ra do cac tai trong dong va cac tac
dung dong bén ngoai khac. Dao dong cudng birc bao gdm rat nhiéu loai nhu: dao dong
cua hé chiu tai trong c6 chu ky, hé chiu tai trong ngrfm han, hé chiu tai trong di dong,
clia cic cong trinh va nha cao ting chiu tic dung cua gid, ciia cac cong trinh chiu tai

trong dong dat xung nhiét. ..
c. Phan logi theo sw ton tai ciia luc

Dao dong khong tit dan: 1a dao dong bo qua anh huéng cua luc can.

Dao dong tat dan: 1a dao dong cé xét td1 luc can.
d. Phén theo kich thwdc va céu tao ciia hé

Dao dong ctia hé s& bao gom:

Dao dong cua hé thanh (dim, dan, vom, khung...).
Dao dong cta tam.

Dao dong cia vo

Dao dong cta cac khdi mong.

Dao dong cua h¢ treo

Dao dong cua cac két cau cong trinh dac biét.
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e. Phan theo dang phwong trinh vi phdn mé ta dao dong

Dao dong tuyén tinh: 13 dao dong ma phuong trinh vi phdn mo ta dao dong 1a

phuong trinh vi phan tuyén tinh.

Dao dong phi tuyén: 1a dao dong ma phuong trinh vi phan mé ta dao dong la
phuong trinh vi phan phi tuyén.
3.2. Dao dong nhé cia co hé mot bac tu do
3.2.1. Dao dgng tu do cua h¢ bao toan

Xét hé mot bac tu do nhu hinh v&. Néu tach hé dan hdi nay ra khoi vi tri can
bing Vo1 chuyén vi ban dau cua khoi luong y, hodc tac dong 1én h¢ mot xung luc nao
do dac trung boi tdc do ban dau cua khdi lugng v, thi khdi lugng s€ dao dong. Cac dao
dong chi sinh ra do cac kich dong ban dau nhu vay dugc goi la dao dong tuy do. Cac
dao dong nay dugc thuc hi¢n bdi cac luc dan hoi phat sinh trong h¢ do cac kich dong
ban dau. Vi cac dao dong tu do, tai trong khong ton tai trong qua trinh dao dong cua
hé, vi vay vé phai ctia phuong trinh vi phan dao dong tu do trong truong hop nay cd

dang:
M y+cy+Ky =0

Khi khong xét té1 anh hudng cta luc can ¢ = 0, phuong trinh vi phan dao dong

tu do sé la:
M y+Ky =0

Pay 1a phuong trinh vi phan cép hai khong c6 vé phai va ¢ hé s 1a hang sé.

Pé giai phuong trinh vi phan nay, ta st dung phép thé Ole v&i nghiém:
y(t) = De*

Thé biéu thirc nay vao phuong trinh trén ta duoc:

(MS2 +K)De* =0 <> (S* +@?).De* =0 (v6i &® =— )

K
M
=S =+/-0’ =*oi

Nghiém tong quét ctia phuong trinh vi phan cap hai 1a:
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y(t) = D]_es'lt + Dzeszt = Y(t) — Dlea)it + Dze_a)it
Ma e*“* =cosat Tisinat , thé vao phuong trinh trén ta dugc

y(t) = (D, + D,)cos at + (D, — D,)isin at

= y(t) =—(D, + D,)wsin at + (D, D, )iwcos at

Céc hing sd D, va D, duoc xac dinh tir diéu kién ban dau, tai thoi diém t = 0,

ta co:

y0) =yo; y(0)=v,

Tu détasuyra: Dy + Dy =Y, D1—D2:V—°
®

Tim céc hé sb nay va thé vao phuong trinh & trén, ta nhan duoc phuong trinh

dao dong tu do cua hé mot bac tu do.
V.
y(t) =y, cos wt + -2 sin wt
1)

Ta c6 thé viét gon hon phuong trinh trén ¢ dang mot ham luong gidc bang

cach dua ky hi¢u méi1 A va y vao voi :
y, = Asiny
v
-2 =Acosy
@
Lac nay phuong trinh trén s€ c6 dang :

y(t) = Asin(at +y) v(t) = g/(t) = wAcos(awt + )

Véi A va y duoc xac dinh nhu sau :
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Du6i day s& dua ra phuong trinh dao dong d6i véi cac truong hop khac nhau
cua diéu

kién  kich ¢ T

dong  ban ®
dau : .
Khi

hé chi chiu
chuyén vi
ban dau

Y(0) = Yo, v(0) = 0. Phuong trinh dao dong trong truong hgp nay s€ la : y=y, cosat .

Khi hé chi chiu téc d6 ban dau v(0) = v,, y(0) = 0. Phuong trinh dao dong

\ C a1 v, .
trong truong hop nay sé la : y=-2sinwt.
@

Khi hé chiu ca chuyén vi ban dau va téc do ban dau y(0) = yo, V(0) = V..

Phuong trinh dao dong trong trudong hop nay s€ 1a : y(t) =y, coswt + Yo sinat .
@

Chu ky dao dong : ky hiéu 1a T, 14 thoi gian can thiét dé thyc hién mot dao

dong toan phan, nghia 13 thoi gian dé khéi luong lap lai qué trinh dao dong nhu trudc.

T=2
w

Tan s6 dao dong : ky hiéu 1a f, 1a s6 1an dao dong trong mot gidy.

f===2 (1
27[(/3)

1
=
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Tan s6 vong hay tan so0 dao dong ri€éng ky hi€u la » 1a tan so tan hoan cua dao

dong riéng va goi tat la tan s6 dao dong riéng.

Y /LF
M Y,

V6i K 14 hé s6 climg cta hé.
g 1a gia tc trong trudng.

Vi la chuyén vi cta khdi lugng M do luc G = M.g tac dung tinh tai vi tri khéi

lugng gay ra.

Tir cong thirc trén ta thay rang: tan sb dao dong riéng ctia hé khong phu thudc

vao cac kich dong ban dau, né chi phu thude vao khoéi lugng va do cting cua hé.

C6 thé xac dinh tan s6 dao dong riéng cta hé dan hoi bat ky theo phuong phap
nang lugng, dua trén dinh luat bao toan nang lugng: Trong qua trinh dao dong téng

dong ning va thé ning cua hé 1a mot dai luong khong doi.

T+ U =C = const

. 2
T= % M y? = % Ma®y®  cos’(at+y) (Véiy, . =,y +(—°j )
w

U= % Ky? = % KyZ, sin’(at + %)

Tir hai biéu thirc ciia dong nang va thé nang, ta thay khi thé ning bién dang
cua hé dat gia tri I6n nhét thi dong nang cua hé br?mg khong va nguoc lai khi dong ctia

hé dat gia tri 16n nhat thi thé ning cua hé bang khong.

Taco : Thax = Unax = %Kyﬁmx

T =2 My2,, 005" (0t +7) = Ty = 2 MY,

_— U
_ 2 _ max
ST =0T, D= ==

max
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Xé4c dinh tan sb dao dong riéng cta h¢ nhu hinh bén dudi. Biét hé gém khdi

luong tap trung M dit tai gitra dam.

Trude hét ta xac dinh chuyén vi do luc don vi dat tai khéi lugng theo phuong
dao dong cua hé. Ta xac dinh duogc :

|3

O.. =
1 48EJ

Tir d6 ta xac dinh duoc tan s6 dao dong riéng :

1 \/48EJ ‘ ®
= = -
Ma,, MI® 8 .

Vi du 2 : Xéc dinh tan sé dao dong riéng ctia hé cho nhu hinh bén dudi, d6 cimg cua
lién két dan hoi la K.
Giai & : &
Hé nay c6 hai khéi lugng nhung chi c6

mot bac tu do. Tham sb dic trung cho dao dong

cua hé co thé chon la goc xoay tuong doi tai goi

@

tua bén phai « , d6 chinh 1a chuyén vi tong quat

cua hé.

Pé x4c dinh &, trong trudng hop nay,
pht hop v&i chuyén vi tong quat cia hé, ta can

dit vao gbi tya B mot mdmen don vi M = 1. Momen ndy gy ra phan luc tai gbi A

bang % phan lyc tai gdi A tuong mg tao nén chuyén dich thang theo phuong dung tai

obi 13 % . Do d6, chuyén vi don vi :
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Momen quén tinh khéi lugng trong trudng hop nay duoc tinh nhu sau :
3, 1Y (9, 1
Jm(U)ZMl(EIJ +M2(Ej :IZ(ZMl'Fzsz

V@y,tacé:a):\/Jlé :I9 Kl :2\/9MKM
+
m~11 \l(4M1+4M2j 1 2

3.2.2. Dao dong cua h¢ khong bao toan

Bt ky mot qua trinh chuyén dong nao cua hé dan hoi trong thuc té déu chiju
anh huong cta luc can. Lyc can xuit hién do nhiéu nguyén nhan khac nhau va anh
hudng cta chiung dén cac qua trinh dao dong rat phirc tap. Trong tinh toan dao dong ké
dén tac dung cua lyc can, ¢ tai liéu nay xin dua ra mot $6 gia thiét co ban : gia thiét luc
can ti 18 vdi van tdc chuyén dong cua Phoi, gia thiét luc can ma sat kho cua Culong,
gia thiét vé luc can trong phi dan hdi ciia Xorokin.
a. Dao dpng tw do ké dén dnh hwéng ciia lie cin theo gid thiét ciia Phéi

Gia thiét cua Phoi xem rang : luc can cac qua trinh chuyén dong ti 16 voi van

tde chuyén dong. Luc can dugc xac dinh theo gia thiét cua Phéi :

P =c3./

c

Phuong trinh vi phan dao dong tu do dugc mo ta theo phuong trinh :
M y+cy+Ky =0
Pé giai phuong trinh nay ta sir dung phép thé Ole :

y(t)=De"
= (Ms® +cs+ K)D.e* :0<:>sz+ﬁs+%=0<:>sz+2as+co2 =0

Vi 205=£;a)2 =£
M M
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Nghi¢m cua phuong trinh déc trung nay 1a :

2
C C
Slyzz—aix/az—a)zz— T ( j -’

2m \l2m

Vay, gia tri cia s phu thudc rit nhiéu vao hé sb tat dan c.

Dé thuan tién cho viéc nghién ctu, ta xét trudng hop gidi han 13 truong hop
biéu thirc trong cin cua phuong trinh trén bang 0, khi d6 :
— =S a=0

M

Hé s6 ¢ ung voi trudng hop gidi han nay goi 1a dai luong tit dan toi han va ky

hi¢ulac’, taco:
¢ =2Mo

Pé dé& khao sat dao dong tat dan khi xét dén anh huong cua luc can, ta biéu thi

su tat dan cua dao dong bang quan h¢ ti s gitra hé s6 ¢ voi dai luong tat dan td1 han

*

c.

c c
g:—*z
c 2Mw

¢ duoc goi 1a tham sd tat dan. Khi &= 0 1a trudng hop khong xét dén luc can, ¢ =1
ung voi truong hop gioi han, ¢ <1 tng voi truong hop luc can nho, khi ¢ > 1 ing voi

truong hop luc can 1on.
* Truwong hop luc cdn nhé ¢ <1

Tachd: S=-we+ (a)g)z—a)2

Khi e<1tacod: S=-wetw,

Trong d6 : @, = w\1-&

o, dugc goi la tan s6 dao dong tu do khi tinh dén luc can. Tu phuong trinh trén, bién
ddi ta thu duoc :
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» 2
(—"J +& =1
)

Biéu thirc ndy cho ta sy phu thudc cia quan hé cac tin sé dao dong riéng tinh

dén va khong tinh dén sy tat dan voi tham sb tit dan & .

Dbi véi cac két clu xay dung thong thuong, tham sb tit dan & <20% , do d6
su khac biét giira tin sé dao dong riéng khi tinh dén va khong tinh dén luc can 1a

khong dang ké.
Phuong trinh dao dong tu do khi xét t&1 danh hudng cua lyc can :
y(t) — Dle(—a)g+ia)c)t + Dze(—a)g—i(oc)t — e—(ugt (Dleia)ct + Dze—iwct)

Biéu thirc trong ngodc cuia phuong trinh niy biéu thi dao dong didu hoa don

gian. Ta c6 thé viét phuong trinh ndy ¢ dang ham lugng giac :
y(t) = *(Bsinot +Ccosm,t)

Cac hﬁng s6 tich phan B va C duogc xac dinh tir diéu kién ban dau, tai thoi

diém ban dau y(0) = y,, )./(0) =V,

Biéu thure van téc cia chuyén dong :

v(t) = §/(t) =-wey(t)+e " w, (-Csin ot + Bcos w,t)
Str dung céc diéu kién ban dau, ta xac dinh duoc :

C=v,. g = Yo T @€Y,

)

C

A — el v, + H
Vay : y(t)=e ‘(ﬂ sinawt+y, cosw,t)
a,

C
Ta c6 thé viét phuong trinh trén & dang :
y(t) = Ae ™ sin(at +7,)

Trong do6 :
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wy,

7, =arctg
Vo + & yo

Ttr biéu thire trén ta thdy dao dong co luc can 1a dao dong tat dan.

Chu ky cua dao dong co6 luc can la :

|~
[
R
0
QQM

Tan s6 dao dong : f, = T

1a dao dong diéu

* Trwong hop lwe cinlénm hon 1 (&>1)
Trong truong hop nay, nghi¢m ctia phuong trinh dac trung 1a :
S=—wetaoNe’-1=—ws+ 1
Vay :
y(t)=e " (De" +D,e ™)

Ta A iy $ Y
thdy  rang



chuyén dong ciia hé trong trudng hop luc can 16n 1a cac chuyén dong khong tuin hoan.
Céc chuyén dong nay co thé xdy ra ¢ nhimg dang khac nhau, nhung dan tiém can dén
vl tri can béng ban dau. Chung c6 thé tiém can dén vi tri can béng hoan toan tir mot
phia, hodc tiém can c6 mot lan doi dau, diéu d6 phu thudc cu thé vao diéu kién ban

dau.
* Truwong hop tit din t6i han (s=1)

Trong trudng hop ndy, nghiém ctia phuong trinh dic trung 13 thuc, 4m va bang

nhau S, =S, =—we , khi d6 chuyén dong ctia hé s& 1a :
y(t) =" (D, + D,t)
Céc hang s6 D, va D, duoc xéc dinh tir diéu kién ban dau.
Tai t=0, y(0) = yo, y(0)=v, . Khi d6
D; =Y, vV, =D, —wey, = D, =V, + wey,
Thay céc gia tri cua Dy, D, vao phuong trinh trén ta dugc :
y(t) =[y, @+ wet) +vt]e™™

Chuyén dong cua hé
trong truong hop nay
cling khéng tudn hoan

va nod ciling co thé xay ra AR

& mot trong cac dang [~ }‘

\\ S
chuyén dong da gap o N\ a -

\ N =5 "~ \ —
truong hop trén. N —0 \ 3
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b. Dao dpng tw do ké dén anh hwéng ciia lie cin theo gid thiét Culong

Ta xét dao dong tu do co6 tinh dén anh huong ctua luc can ma sat theo gia thiét
Culong, trong d6 ma sat 1a ma sat kho, luc cdn ma sat Fps ti 1€ voi dp luc vudng goc va
c6 phuong ngugc voi phuong chuyén dong. Ta thiét 1ap phuong trinh vi phan chuyén
dong cua hé theo phuong phap tinh dong, trong d6 cac luc dit vao khdi lugng bao gdm
lyc quan tinh, lyc dan hdi va luc can ma sat kho :

F

M ;(t) + Ky(t) = iFms = .y.(t) + a)zy(t) =+ Mms

Phuong trinh nay c6 dang tuong tu nhu phuong trinh vi phan dao dong ty do

c6 ké dén trong lugng ban than. Nghiém cta phuong trinh ¢6 dang :
y(t) = Asin(at + ) £ ,,F,
Xét truong hop hé dao dong véi diéu kién ban dau : y(0) = y,, v(0) = 0 thi
y(t) =y, cosat £, F,

Khi khéi luong chuyén dong xubng dudi thi lyc ma sat co chiéu hudng 1én
trén. Dao dong cua lyc s€ xdy ra quanh vi tri o,,F, . Bién d§ dao dong cta khéi luong

sé dat duoc gia tri bé'mg y, —20,F,

11" ms *

Khi khéi luong chuyén dong 1én trén, lyc ma sat s& c¢6 chiéu huéng xubng
dudi, dao dong s€ xay ra quanh vi tri 6,F . Bién d§ dao dong cua khéi lugng s€ dat

11" ms *

duogc gia tri bang y, —26,,F

11" ms *
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3.2.3. Dao ddng cudng birc ciia hé mdt bic tw do chiju tii trong diéu hoa

a. Truwong hop khong co luc cdin

Phuong trinh vi phan dao dong hé mot bac ty do chiu tai trong diéu hoa P(t) =
Pm sinrt trong truong hop khong xét té1 anh hudng cta luc can 1a :
M y+ Ky =P, sinrt
Trong d6 P, 1a bién do cua tai trong, r la tan sb vong cua luc kich thich.

Nghiém thuan nhét ctia phuong trinh vi phan chuyén dong biéu thi dao dong

tu do c6 dang :
Y, (t) = Bcos at +Csin at

Nghiém riéng cta phuong trinh vi phan ¢ trén biéu thi dao dong do két qua tac
dong cua tai trong. C6 thé xem dao dong diéu hoa xay ra do tai trong diéu hoa c6 pha

cung véi pha cua tai trong :
y,(t) =Dsinrt

Thé vao ta duoc :

2
—Mr?Dsinrt+KDsinrt =P, sinrt < D[l—r—zjz%
w

:>D=Pm 1

? 2
[+-5)
w

Nghiém tong quéat cia phuong trinh vi phan 1a :

y(t) =y, {t)+y,(t)=Bcoswt+Csin a)t+%#sin rt

Céc gia tri cia B va C dugc xac dinh tir diéu kién ban dau : y(0) = 0, v(0) = 0,

ta xac dinh duoc :
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1——
a)Z

Vay : y(t) :i;z(sin rt+sin rt)
K [ r j w

bay la phuong trinh dao dong cia hé mdt bac tu do chiu tac dung cua tai trong
diéu hoa trong truong hop khong xét dén anh huong ciia luc can. Ta thdy phuong trinh
dao dong gdm hai thanh phan : mot thanh phan dao dong tmg véi tan sb cua tai trong
diéu hoa r, va mot thanh phén ung voi tan s6 cua dao dong tw do @ . Trong thuc té,
cac dao dong déu chiu anh hudng cua luc can, mac du luc can gay anh hudéng khong
dang ké dén tan sé dao dong riéng, nhung khi d c6 lyc can thi du nho ciing s& lam tit
dan dao dong tu do sau mot thoi gian ngin dao dong. Sau d6 hé s& chuyén sang thoi ky

dao dong 6n dinh c6 chu ky tmg véi chu ky cua tai trong diéu hoa :

i sinrt < y(t)=y; ;sin rt

1
YO=E s ;
0 w

Véi y, = % la chuyén vi tai khéi luong do bién do Py, cia tai trong diéu hoa tac dung
tinh gay ra.

Phuong trinh dao déng c6 chira chuyén vi tinh yr s& dit ra van dé& vé su lién
quan gitta chuyén vi dong y(t) v6i chuyén vi tinh yt d6. Su lién quan nday duoc xem

x6t tir hé sb dong luc theo thoi gian va hé sb dong.

Hé s6 dong theo thoi gian K(t) 1a ti sd giita chuyén vi dong ting véi trang thai
chuyén dong cuia hé vai chuyén vi tinh do bién do cua tai trong dong tac dung tinh gay

ra:

K(t) = y@®
T
Hé sb dong Ky 1a ti s6 gitra chuyén vi dong cuc dai cua trang thai chuyén dong
v6i chuyén vi tinh do bién do cua tai trong dong tac dung tinh giy ra.
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y
K = Jmax
Ty

V61 truong hop hé chiu tac dung cua tai trong diéu hoa, ta duoc hé sb dong theo
thot gian 1a :
sinrt

K(t) ==z
-

2
[

H¢ s6 dong Ung vdi tai trong diéu

b. Truong hop co luc can

* Tinh lyc can theo gia thiét cua Phoi

Phuong trinh vi phan dao dong cua hé¢ mot bac tu do chiu tac dung cua tai
trong diéu hoa P(t) = Ppsinrt c6 xét dén anh hudng cua lyc can phu hop véi gia thiét

cua Phoi ¢6 dang :
oo . . oo . ) P i
M y+Cy+Ky =P sinrt & y+2wes y(t)+o°y(t) = Mmsm rt

O day xét v6i truong hop luc can nhod. Nghiém thuin nhat ciia phuong trinh vi
phan trén chinh la phuong trinh dao dong tu do.

Y, (t) =" (Bsinot + C cosm,t)

Nghiém riéng do tic dung cua tai trong diéu hoa duoc xac dinh bang biéu

thuce :
y,(t) =D,sinrt+ D, cosrt
Lay dao ham roi thé vao phuong trinh vi phan, bién d6i, ta dugc :
1- B2

(1-B°)" +(2p)°
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:ﬂ -2&f3
K (@-5°)" +(2¢p)°

2

Vay nghiém tong quat cua phuong trinh vi phan 14 :

P

_m

y(t) =e**(Bsin ot + Ccosw.t) + “sinrt— 2¢g3 cos rt}

C 5 @) =)
Thanh phﬁn thtr nhét coa vé phai chira nhan tir e biéu thi dao dong tu do tat

dan. Thanh phan tht hai c6 cing

tan sb v6i tai trong diéu hoa biéu thi

dao dong cudng buc, nd dic trung

cho qué trinh chuyén dong 6n dinh

cua hé.

Chuyén vi & qua trinh 6n

dinh c6 thé biéu thi ¢ dang hai

vecto.
Vécto A biéu thi bién d¢ dao dong ctia qua trinh on dinh :
_R 1
K @-5°)" +(2¢p)°
Dao dong 6n dinh cua hé dugc biéu thi & dang tuong tu nhu da xét & phﬁn
trén.

y(t) = Asin(rt—6) véi 0 =arctg 12‘922 la d6 1éch pha.

A 1
B @-5) +Q@ep)y
K

Hé¢ s6 dong s& bang : K, =

Tir phuong trinh trén ta thay : Hé sé dong phu thudc vao ti s6 cac tan sb cua

tai trong di€u hoa voi tan s6 dao dong riéng £ va tham so tat dan ¢ .

* Tinh hre cdn theo gia thiét ctia Xorokin
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Gia thiét ciia Xorokin 1a gia thiét vé luc can trong phi dan hoi, hay con goi 1a

gia thiét vé d6 cting phic.

Luc can trong phi dan hdi 1a luc can tinh dén sy tiéu hao nang lugng trong hé,
duoc biéu thi trong viéc lam ton that tré nang
luong bién dang trong qua trinh dao dong.
N6 khong phu thude vao tbc do bién dang
ma phu thudc vao gia tri bién dang. Trong do
quan hé giita cac bién dang chung (d6 vdng,
goc xoay) voi tai trong ngoai la quan hé phi
tuyén. Quan hé nay khi ting tai va d& tai la
khac nhau. Trong qua trinh tang tai va do tai
cua mdt chu trinh tai trong, quan hé nay dugc biéu thi br:?mg mot duong cong kin goi la

vong tre.

Xo6rokin dya trén gia thiét vong tré ¢ hinh elip va trong cac dao dong cudng
brc 6n dinh dudi tac dung cua trai trong kich dong diéu hoa, cac dao dong cua hé xay

ra cling theo quy luat diéu hoa. Ong di di dén két luan rang : Lyc can trong phi dan hi
ti 18 v6i lue dan hoi (Iuc hdi phuc) nhung 1éch pha vé6i luc dan hdi méot goc 1a % . Biéu

thirc toan hoc cua luc can trong duogc biéu thi béng cong thtc :

Pc:ilpd
2

Trong do6 Py 1a lyc dan hdi. Viéc nhan thém vé&i don vi a0 tuong ung voi viéce
quay vécto luc dan hoi di mot goc % bang d6 léch pha cua P, w 13 hé sd tiéu hao
nang lugng. N6 duoc do bang ti sd tiéu hao ning luong trong mot chu trinh bién dang

AW v6i nang luong toan phan cia hé 1a W.

YW

Trong thuc té tinh todn, nguoi ta thuong sir dung gia tri gin ding cua hé sb

tiéu hao nang lugng va n6 dugc cho bdi cong thic : w =25 vdi 6 1a dJ suy giam loga.
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Vay biéu thirc Iyc can tong hop bao gom lyc can dan hdi va luc can trong phi dan hoi
nhu sau :

. i
P = (“ﬁj P,

Hé sb cua luc can téng hop chira thanh phan phtc, vi vy ma gia thiét vé luc
can trong phi dan hoi caa Xorokin con duoc goi 1a gia thiét vé d6 ctg phirc.

Trén co sé nghién ciru két qua cac phuong trinh vong tré nhan dugc bang
phuong phap thong ké, Xordkin da dwa ra biéu thire chinh xac hon vé luc can tong hop

c6 thé ap dung cho ca dao dong cudng birc, ciing nhu cac dao dong tir do diéu hoa.

P = (Uu+iv)P,

1-7_
Trong d6 u = 42 , V= 7/2 va y
1+7- 1+7
4

Pé khao sat phuong trinh dao dong cia hé mdt bac tu do co xét dén anh huong

cua luc can theo gia thiét do cung phtrc ciia Xo6rdkin, ta nén biéu thi luc kich dong diéu
hoa dudi dang phuc :

P(t) = Pp.e™
Phuong trinh vi phin cua hé phu hop véi gia thiét Xo6rokin 1a :
M .);+ (1+ I °

jKy =Pe" & ;+(1+iéjco2y _ P gin
T

V4

Nghiém riéng cia phuong trinh vi phan dao dong s€ xac dinh dao dong cudng
btrc cia hé tim dudi dang :

y(t) = Ae™"

Léy dao ham biéu thirc trén va thé vao phuong trinh dao dong, ta duoc :

A w2(1+iéJ—r2 :&:A:&. 1
T M M 2

) (1+i§j—r2
7
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Biéu thirc trén con c6 thé dugc biéu thi nhu sau
A=Beg"

1 ‘tan —5—602
e (w® —r?)

Trong do: B 5 .
M 52
(a)z —r2)+?a)4

Do d6, phuong trinh dao dong cudng birc cua hé c6 dang :
y(t) = B
Dung phén thyc cta biéu thirc ndy 1am nghiém, ta c6 :

1

\/(a)z - rz)2 +5—za)4
T

cos(rt+ )

y(t) =Bcos(rt+¢) = %

Hién tugng cong hudng xay ra khi r=w , tic 1a (p:—Z va B:i 7[2
2 M dw

P . T .
Phuong trinh dao dong : y(t) = —"-—sinrt =y, —sinrt

Nhu vay, bién dé cong huong bang chuyén vi tinh nhan véi hé so6

SR

3.3. Dao dong nhé cta co hé hai bac tw do

3.3.1. Thanh 1ap phwong trinh vi phan chuyén dong

* Xay dung phuong trinh vi phan dao dong h¢ hiru han bac tu do theo phuong
phap tinh

Xét hé dam co 2 khoi luong tap trung. H¢ chiu tac dung cua tai trong dong
P1(t), Pa(t),..., Po(t). Bé qua trong lugng ban than dam khi dao dong, vi tri ciia mdi
khéi luong duoc xac dinh bang mot thong s 1a chuyén vi theo phuwong dimg. Vi vdy

hé c6 2 bac tu do.

Trudc hét ta xét truong hop bé qua anh hudng cia luc can. Ta sé viét phuong
trinh cAn bang lyc voi viée sir dung nguyén ly Palawmbe, trong d6 cac luc dit vao

khoi lugng bao gdbm: tai trong tac dung, luc quan tinh va lyc dan hoi.
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Phuong trinh can bang luc d6i véi khoi lwong thi K:
-Piq + Pia = Pi(t)
Trong do: Pyq= —m, .);k(t)
Pid = NaY1 + MYz + ... + TinYn
Thay céc biéu thirc nay vao phuong trinh & trén ta dugc :
m, .);k(t)+(rk1yl oY, +ot Y, ) =R (@) (k=1,2,...,n)

Phuong trinh trén dugc viét cho tat ca cac khoi lugng ctia hé nhu sau :

My () + (R, Yy + 6y, + 4 6,Y, ) = R()

M, Y, (1) + (Y, + 0¥, +o 4 DY, ) = Py ()

Ta viét hé phuong trinh trén dudi dang ma tran :

m 0 .. 07 [y| [m n | [v.] [RO
0 m2 e O .);2 n r21 r22 e r2n y2 — PZ (t)
0 0 .. m]| || (R R e I A A )

Yn

oM ]{Y(t)}+[K]{Y(t)} _{P())
Khi ké dén anh huong cua luc can, phuong trinh trén s& viét thanh :
o[M ]{V(t)}+[c]{v'(t)}+[|<]{v(t)} _{P(t)}

Véi [C] 1a ma tran tat dan
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Céc phan tir cua ma tran tat dan cym goi la cac hé s6 anh hudng tat dan, la luc

tuong tng véi toa do k do tdc do chuyén dich don vi tai toa 40 m gay ra.
Phuong trinh ¢ trén chinh 1a diéu kién can bang tinh hoc ciia ca hé. Viét mot
hang cua h¢ nay ta c6 :
m.y, O+ chj Yi (t) +z MY t)= R ®
j=1 j=1
Phuong trinh vi phan chuyén dong con viét duoc ¢ dang nghich nhu sau :

Y (©) +Z5kjmj Yj +Z5kjch :Z5kj P; (t)
j=1 =1 =

Khi xem luc can theo gia thiét luc can trong phi dan héi cuia X6rokin, phuong

trinh vi phan chuyén dong s& c6 dang :
oo |5 n
m Yy (t) + (14-;)2 MY (t) = Pk (t)
j=1

Trong d6 & 1a d§ suy giam loga.

Viéc tinh lyc can theo gia thiét Xorokin sé tao nén luc can téng hop la déng
thirc tuyén tinh véi luc dan hoi. Piéu d6 cho phép kha ning tinh dao dong cudng bic

ctia hé v6i luc can trong phi dan hoi trong pham vi Iy thuyét tuyén tinh.
3.3.2. Vi du ap dung

Vi du: Xay dung phuong trinh vi phan dao dong cta hé cho ¢ hinh bén duéi. Hé gdm
mot thanh cting cé khéi lugng M, chiéu dai 1, thanh nay duoc ndi lién v6i mot thanh

khong trong luong c6 do dai 1 véi dau bi ngam chit.

, . ITI T L r 3¢
Khoi luong chiu tac dung cuia tii trong dong phan bo Wiiiiiiiig

\ ” 40 1 2

d8u c6 quy luat thay déi theo thoi gian £(t). ﬁ'—*"*V///////////////////MM
O S NSO S—

Ta xem chuyén vi theo phuong dung tai hai

o1



diém dau thanh ctimg (diém 1 va diém 2) 1a cac toa do téng quat (chuyén vi yi(t) va

ya(t)).

Pong niang toan phan cua thanh

cing (khdi luong M) bang tong dong 40

nang cua chuyén vi thang va chuyén vi ﬁ

quay: "

1

L[] 1 L]
T :EM yl?/l (t)+§Joa2(t)

2

Trong do: y.,vI (t) =%(3;1+ );2) , J,=M 1'—2 (12 mdémen quan tinh cta thanh cing).

a(t) =%(y'1— y,)

Thé vao phuong trinh trén ta duoc:

L] L] 2 L] L] 2
1 Y, + Y 1MI| y,—y M, 5 5
T=-M|222| += L 220 =—(y + +

Ta coi cac chuyén vi y(t), yo(t) duoc tinh tir vi tri can bang tinh ban dau bang
khong, vi thé thé ning chi duoc tinh do ning luong bién dang tich liy trong hé. Co thé

xac dinh thé nang tir ma tran cung va cac chuyén vi nhu sau:

Lyc dan hoi: {P,} =[K]{Y}

Trong do: [K]:[El :12}, {Y}:{;/l}
21 22 2

Thé nang i bz U =1} (R =00} (<)Y =3 )| (%

1
u =§(|’11y12 +2r12y1y2 + r22y22)
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Tinh bién phan SR

oY, +98Y,
2

~ BCARY
SR=(q.f (1)) =, (8Y,+9Y,)

So sanh biéu thirc nay véi phuong trinh trén ta dugc:
l
RO =R,0 =11,

Thé céc biéu thic ndy vao phuong trinh Lagrang ta nhan dugce phuong trinh vi

phan dao dong cua h¢:
M .o oo I
? (2 it yz) Yt hY, = % f(t)

M e e |
?(3/14‘23/2)‘lr oY 1Y, :% f(t)
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CHUONG 4: VA CHAM

4.1. Pinh nghia va cac dic diém ciia va cham
4.1.1. Dinh nghia

Va cham la hién tugng céc vat chuyén dong dén va vao nhau lam cho van toc
ctia chung bién doi mot lugng hiru han (ca vé hudng va do 10n) trong mot khoang thoi

gian rat nho.

Khoang thoi gian nay goi la thot gian va cham, ky hiéu la 7 .
4.1.2. Cac dic diém va gia thiét vé va cham
a. Dic diém thir nhdt

Va cham xay ra trong khoang thoi gian rat bé nhung van toc lai bién d6i hitu

han nén gia tdé¢ va cham rat 16n.
b. Dac diem thir hai

Thoi gian va cham rat nho nén trong qué trinh va cham, cac vat cta hé di

chuyén khong dang ké.
c. Ddc diém thir ba

Qua trinh va cham c6 thé chia thanh hai giai doan: bién dang va phuc hoi. Giai
doan bién dang xay ra tir lac hai vat bat dau tiép xuc nhau dén lic dimg bién dang.

Giai doan phuc hoi tir lac bién dang dén lac két thiic va cham.

Can ctr vao muc do phuc hoi lai hinh dang cii ciia cac vat va cham, nguoi ta

phan ra hai loai va cham.

Va cham mém (va cham khong dan hoi): khong cé giai doan phuc hdi, khi két
thiic qua trinh va cham, nhiing phéan tir cia hai vat va vao nhau c6 cung van toc phap &

vung tiép xuc.
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Va cham dan hdi: ¢6 giai doan phuc hoi, két thiic va cham van tdc phap tuyén

clia cac phan tir ciia hai vat & ving tiép xuc khac nhau.
d. Cdc gid thiét ciia Iy thuyét va cham

Gia thiét 1: Vi luc va cham rat 16n nén khi nghién ctru va cham, ngudi ta bo

qua cac lyc thong thuong nhu trong luc, ap lyc... ma chi quan tAm dén lyc va cham.

Gia thiét 2: Trong qua trinh va cham, cac vat di chuyén khong dang ké nén gia

thiét rang trong qua trinh va cham cac vat ding yén tai chd.

Gia thiét 3: B¢ danh gia su phuc hoi cuia vat va cham, nguoi ta dua vao h¢ so

phuc hoi:
k=2
Sy

Véi S, = I: Nt ; S, =_[: N,dt 1an luot 1a xung lugng va cham trong giai doan bién
dang va phuc hdi.
Dua véao hé sb phuc hdi ma ta co thé phan loai va cham
0 <k<1: va cham dan hoi;
k = 1: va cham hoan toan dan hdi;
4.2. Cac dinh ly tong quat ciia dong luc hoc trong Iy thuyét va cham
4.2.1. Dinh ly dong lwgng
Ta co: Q,-Q=>s
Do co hé va cham thuong la vat ran hay h¢ vat ran nén

Q,=MU, ; Q =MV, (v61 U, ; V; la van toc khoi tdm cia co hé¢ sau va trude

va cham)

Do do: MU, - MV, :ZSTf
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Vay dinh ly dong luong co thé duoc phat biéu: Bién thién dong lugng cia co h¢

trong va cham bé“mg téng hinh hoc xung lugng cac lyc va cham ngoai.
4.2.2. Pinh ly mémen d¢ng lwgng

Theo dinh ly mémen dong lugng ddi vai co hé, ta co:

S -3 i (F) e di; =3 mg (RO

o [0L =[St e B -5 =[S AR
g 0

0 k=1

No6i dung dinh 1y mémen dong luong: Bién thién momen dong lugng cua co hé
dbi voi mot tam (hay mot truc) trong thoi gian va cham bang tong mémen xung luong

cua cac luc va cham ngoai déi voi tdm (hay truc) do.

Néu vat quay quanh mot truc c¢d dinh ta co:
‘Jza)Z - ‘]za)l = Z m, (SI?)
k=1

4.2.3. Pinh Iy bién thién dong niing

Trong va cham c6 mot luong dong ning cung cip cho qua trinh bién dang, va
mdt phan dong nang chuyén sang nhiét niang. Vi vay thong thuong khong sir dung dinh

1y dong nang dé khao sat bai toan va cham.

Sy mat dong nang trong va cham la do hién tugng bién dang du qua va cham,

kém theo sy bién do6i ndi nang cua co hé.

Vi vay dé giai quyét bai toan va cham thuong chi str dung hai dinh 1y: dinh 1y

dong lugng va dinh Iy mémen dong lugng.
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4.3. Céc bai toan vé va cham
4.3.1. Va cham thang xuyén tim ciia hai vat chuyén dong tinh tién
a. Bai toan
Xét hai vat co khdi lrong m; va m chuyén dong tinh tién dén va cham vao
nhau v6i van tdc V, vaVv, huéng doc theo dudng thang n6i khoi tAm hai vat. Biét hé sd
phuc héi 1a k. Hay xac dinh:

- Van toc khoi tdm hai vat sau va cham 1a u, va u,

- Xung luong cua cac lyc va cham trong tung giai doan

- Lugng mat dong nang trong va cham.

Giai

* Tim van toc khoi tAm sau va cham u, ; u, va xung hrgng S, ; S, trong tirng giai

doan:

- Trong giai doan bién dang: Ca hai vat déu c6 cung van toc 1a u.

+ Phuong trinh va cham ciia vat thir nhat: mu-mV, =S,

+ Phuong trinh va cham cua vt thir hai: mu—m,V, =S,

- Trong giai doan phuc hoi: Vat 1 ¢ van toc 1a Jl , vat 2 co van toc 1a @
+ Phuong trinh va cham ctia vat thir nhat: mu, —mu=-S,

+ Phuong trinh va cham ctia vat thtr hai: m,u, —m,u =-S5,

Theo dé ta co: S, =kS,

Twr cac phuong trinh (1)(2)(3)(4)(5) ta suy ra:

57



vV, +mV. m
g = MV MGV, . LLUTIVIRVAY

ml+m2 ml+m2
S, =ks, =k 2 (v, _v,); U =V, — A+ k)2 (v V)
m1+m2 n11+m2
m1m2 . u2_ul ur
2 2 ( )m1+m2 (\/2 1) V2 —Vl Vr

* Tim lwgng mat dong ning trong va cham:

Goi Ty va T, la dong nang cua co hé trude va sau va cham:

1 1 . 1 1
T1 :Ernlvlz +§m2V22’ Tz =§m1u12 +Emzuz2

Luong dong nang bj tiéu hao: AT =T, -T, =%(1— k)? rr:lnl%(vl -V,)

2

Ta xét cac truong hop xay ra:

- Néu va cham mém k = 0 thi: AT = 1_mm, v, -V,)’
2m +m

2
- Néu va cham dan hoi k = 1 thi: AT =0
- Néu vat thtr nhét va vao vt thir hai ban dau dimg yén V, = 0 thi:

m_ .
(o]

AT =TT, = Z—ky? MM 2 _ (k)2
2 m, +m, m, +m,

Ti 1€ gifra dong nang bi mat di trong va cham so v&1 dong nang cua co h¢ trudce

khi va cham duoc tinh qua ti s6: AT _ (1-k)? M,
T, m, +m,

Trong rén, dap, nhdm muc dich lam cho vat bién dang cang nhiéu cang tot nén

dong nang bi mat di cang nhiéu cang loi. Goi hi¢u suit cua qua trinh rén, dap 1a » , ta

co:
PC ) O L N
T, m, +m, Mg
m2
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A 1:a £ v A0 M 5. T a1y £ A 1A
D¢ hiéu suat cao thi ti s0 — phai nho, tirc 1a m, phai 16n hon m; rat nhicu lan.
2

Do d6 khéi luong ctia de phai 16n hon khéi luong ciia bua nhiéu 1an.

Trong dong coc, nhdm muc dich 1am cho coc di chuyén cang lin sau vao dat
cang tot thi dong nang bi tiéu hao trong va cham phai cang nhé cang tot. Khi d6, hiéu

suat cua qua trinh dong coc la:

S L S ML S p O
T, T, m, +m, M1
ml
Dé hiéu suat dong coc cao thi my ctia bua phai 16n hon khéi luong coc m, nhiéu
lan.

b. Bai tip vin dung

Buia dong coc ¢6 khdi luong m; roi ty do tir d§ cao h so vdi dau coc. Khoi
lugng cua coc 1a m,. Sau mot 1an va dap coc di xudng mot doan 1a s. Tim lyc can trung

binh cua dit tac dung Ién coc, gia thiét 1a va cham mém k = 0.

Hién tugng va cham gitra bua va coc xay ra theo ba giai doan:

- Giai doan 1: ké tir khi bua roi tu do tir d§ cao h dén khi cham vao dau coc véi

van toc V.

- Giai doan 2: 1a qua trinh va dap gitra bua va coc ké tir luc bua dap vao dau coc
V&1 van toc Vi va coc ¢d van toc V, = 0 cho dén khi két thic qua trinh va dap bua va
coc co cung van toc u.
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- Giai doan 3: ké tir khi bua va coc c6 cung van toc u cung lin sau mdt doan s

roi dirng lai.
Trong giai doan 1: van tdc V; ciia biia khi bat dau cham vao dau coc la:
V, =4/2gh

Qua trinh va dap thang xuyén tim cta bda va coc khi va cham mém k = 0 thi

van toc u lac két thuc va cham:

m, m,
u=u,=u, = V, = ,/2 h
1 2 rﬂl+m2 1 ml+m2 g

Luc can trung binh Fy, do nén dat tac dung 1én coc dugc xac dinh:

— _ 1 2 _ —[E sc_ —
AT =T =T, =0-2(m +m,)u; =[6A=[Fos=-[F.os=-Fs

L l(mam)i o m oh
2 S m-+m, s

4.3.2. Va cham xién

4.3.3. Va cham ciia mjt vit quay quanh mét truc c6 dinh

Bai tap: Khao sat mot tAm phiang quay quanh mét truc cb dinh thing goc véi
mit phang cia tim tai O. Xung luc va cham S tic dung trong mit phing cua tim,
nghiéng v&i duong ndi diém O va khéi tAm C cta tAm mot goc « . Tai thoi diém va
cham, tim c6 van tdc goc @, . Tim van tbe gdc @ cua tdm sau va cham va cac xung
luong cua cac phan luc & truc O. Cho biét tai thoi diém dau OC trung voi duong thang

ding.

Khao sat tim quay. Xung lyc va cham ngoai tac dung vao tim 13 xung luc va

cham S va xung luc va cham cua phan luc tai O.

Ap dung dinh 1y dong luong va phuong trinh vat quay:
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Trong do:

M 1a khéi luong ctia tAm.

\7C;LTc 1a van tdc khdi tim C cua tim trude va sau va cham.
ST) la xung lyc va cham ctia phan lyc tai O.

Jo mémen quan tinh cua tim d6i véi truc quay O.

EO Va o 1a van tdc gdc cua tAm trudc va sau va cham.

Khi chiéu hai vé cta dang thirc 1én cac truc Ox va Oy, trong d6 truc Oy trung

véi duong OC, ta co:

MU, -MV, =Ssina +S,
0=Scosa+S, = S, =—-Scosa

J, (Z)—;o) =Ssina.0l

Trong d6 I 14 giao diém cua dudng tac dung ciia xung luc cham S vdi duong
OC.

Dat OC =a, taco U, =aw; V, =an,

Phuong trinh trén c6 thé dugc viét lai:

Nhu vy, dudi tac dung ciia xung luc va cham S truc O s& chiu xung luc va

cham ST) duogc tinh theo hai cong thure trén.
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Va cham phat sinh tai 6 truc quay s& lam hu hong 6 d& va ngdng tryc. Do d6 ta
can tim diéu kién dé tai 6 truc khong xuét hién xung luc va cham phan luc, khi tam

chiu tac dung cua xung lyc va cham S ¢o gia tri bat ky. Pé thyc hién diéu kién nay thi

Soy =—Scosa =0

sw=59na(M?O'—€

0

Twr phuong trinh trén ta c6: cosa=0=a = %

Ma.Ol 1-0=0] = J,
Ma

(o}

Pé tai O khong xuét hién xung lyc va cham cua phan luc khi tdm chiu tac dung
ctia xung luc va cham co6 gid tri bat ky thi xung luc va cham S phai tac dung vudng

goc v6i dudng thing OC va di qua diém I nam trén dudng OC théa min didu kién.
Piém I duoc goi la tdm va cham.

4.3.4. Va cham ciia qua ciu véi vat chuyén

dong quay quanh truc c¢6 dinh

BAI TAP

Bai : Xac dinh tim va cham ctia mot thanh dong chat AB = b, quay trong mit phang

thang duing quanh diém O c6 dinh.
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Bai : Pau bua A cta may déng coc roi tir 46 cao h = 4,905m va dap @@ ]

xuéng caide B gén trén madt 10 xo. Trong lugng dau bua 1a 10N, trong
lugng de 1a SN. Hay tim xem sau khi va cham, de chuyén dong vdi1 van

toc bang bao nhi€u néu nhu dau bua cung chuyén dong véi no.

Bai : Pé nén chit dat dudi mong cong trinh nguoi ta ding bua dong coc,

) ) . T
dong céac co co trong lugng P; = 50N xuong dat. Pau bua nang P, =

450N roi khong van tdc ban dau tir 46 cao h = 2m. Hé sb phu hoi béng khong. Sau 10
lan va dap, sau cung coc Xuéng sau dugc 6=>5cm . Hay xac dinh lyc can trung binh

cua dat khi dong coc. sz
Epoed

4l

Bai : Hay xac dinh tim va cham cua bia ban hinh chit nhat. Chiéu 0

cao cua bia bang h.

M

Bai : Hai qua cu c6 khdi lwong m; va m, trén hai soi ddy song —
song cb chiéu dai 1; va |, sao cho tam cua
chung nim trén cing mot do cao. Qua ciu
thir nhat dugc dua léch khoi duong thang
dimg mot goc «, roi tha khong van , tbc  ban
dau. Xac dinh goc 1éch gioi han «, z’“":

R

= p—

cua qua cau tht hai néu h¢ so6 phuc

hdi bang k.

Bai : 8
m ||A
LTI A7,

Thanh dong chat OA = a khéi lugng M dau O dugc gin bang ban 1&. N6 roi

khong vén tdc ban dau tir vi tri nam ngang dén vi tri thang dimg dap vao vat B lam cho
n6 chuyén dong trén mat phang khong nhan nam ngang. Hé s6 ma sat truot 1a 4 . Coi
va cham 1a khong dan hoi, vat B ¢6 khdi luong m. Xac dinh quing dudong ma vat B di

duoc.
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